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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der numerischen Lésung der stationéren in-
kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen im R? mit der Finite-Elemente-Methode.
Dazu werden die Navier-Stokes-Gleichungen zunachst in der starken Formulierung
vorgestellt und die schwache Formulierung motiviert. Im Folgenden werden Sétze zur
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung unter bestimmten Bedingungen hergeleitet.
Alsdann wird eine Diskretisierung des Navier-Stokes-Problems unter Benutzung von
nichtkonformen finiten Elementen entwickelt, wozu eine gemischte P}/Py-Methode
mit dem nichtkonformen Crouzeix-Raviart-Element verwendet wird. Die Existenz
und Eindeutigkeit der diskreten Losung wird gezeigt und Abschitzungen sowohl fiir
den Approximations- als auch den Konsistenzfehler werden hergeleitet. Ferner wird
ein modifiziertes Verfahren unter Benutzung eines Rekonstruktionsoperators einge-
fihrt, das eine echt divergenzfreie Approximation der Losung liefert. Zuletzt wird
die im Rahmen dieser Arbeit erstellte Implementierung beider Verfahren in C++
genauer erldutert und die Ergebnisse von vier Testbeispielen werden présentiert. Den
Abschluss bildet eine zusammenfassende Betrachtung, die auch einen Ausblick auf

weiterfithrende Fragestellungen gibt.
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1. Einleitung

Es wird allgemein angenommen, dass die Navier-Stokes-Gleichungen eine gute Be-
schreibung der Stromung von inkompressiblen Fliissigkeiten darstellen. Insofern sind
diese in vielen wissenschaftlichen Gebieten von grofler Bedeutung. Im Kontext dieser
Arbeit ist der stationére Fall von primérem Interesse. Da es im Allgemeinen nicht
moglich ist, fiir ein konkretes Problem eine analytische Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen zu finden, wird diese gewohnlich mit numerischen Verfahren approximiert.
Einen populdren Ansatz dazu stellt die Finite-Elemente-Methode dar.

In der vorliegenden Arbeit wird eine nichtkonforme Diskretisierung der Navier-
Stokes-Gleichungen vorgestellt, implementiert und numerisch untersucht. Dabei wird
auch eine divergenzfreie Rekonstruktion entwickelt, die einen Nachteil von gemischten
Finite-Elemente-Methoden zu vermeiden sucht; namentlich die Tatsache, dass der
Fehler, der bei der Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes auftritt, von dem Druck
abhéngig ist, was den Tatsachen des kontinuierlichen Falles und der zugrunde liegenden
Physik nicht entspricht. Diese Rekonstruktion wurde bereits in Beitrdgen von A. Linke
[Lin13] und C. Brennecke [Brel3] in zwei Raumdimensionen untersucht und soll in
dieser Arbeit nun auf den dreidimensionalen Fall iibertragen werden.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: Zunédchst werden die in dieser Arbeit
vorrangig benétigten Resultate der Analysis zitiert. Im folgenden Kapitel werden die
Navier-Stokes-Gleichungen vorgestellt und Existenz und Eindeutigkeit einer analyti-
schen Losung geklart. Danach wird die Diskretisierung mit dem Crouzeix-Raviart-
Element entwickelt und die grundlegende Fehlerabschitzung bewiesen. Ferner wird
die bereits angesprochene divergenzfreie Rekonstruktion préasentiert. Beide Methoden

werden hernach einer numerischen Studie unterzogen, die die Vorteile des modifizier-
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ten Verfahrens deutlich machen soll. Dazu werden vier unterschiedliche Testbeispiele
herangezogen, die die Robustheit der Methode mit dem Rekonstruktionsoperator un-
termauern sollen. Abschliefend werden die Hauptergebnisse restimiert und Fragen,
die weiter ergriindet werden kénnten, kurz erortert.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die angesprochenen Methoden in einem CH+-
Programm implementiert. Da dieses recht umfangreich ist, befindet es sich lediglich

stark gekiirzt im Anhang.



2. Vorbereitungen aus der Analysis

In dieser Arbeit werden einige Definitionen und Sétze der Analysis benétigt, die
im Folgenden zusammengestellt werden. Diese wurden, sofern keine weitere Angabe
gemacht wird, den Biichern von Evans [Eval0, Ch. 5, Appx. C|] und Werner [Werl1,

Kap. I] entnommen.

2.1. Lebesgue-Raume

Sei 2 C R, n € N offen und beschrankt. Wir betrachten die Funktionenrdume

LP(Q) = {f:Q%R:fE”-messbar, / |f\p<oo}, 1<p<oo,
Q

L>(Q) = {f: Q — R: f L"messbar, esssup |f(z)| < oo}.
z€Q

Mit den Normen

7= ( [ |f|”>; 1<p<oo,

| fll fo0 = esssup | f(z)]
e

sind LP(Q) und L*°(2) Banachrdume.

Bemerkung (1). Eigentlich sind die Elemente von LP(Q), 1 < p < oo, Aquivalenzklas-
sen von Funktionen. Die Gleichheit zweier Funktionen f, g € LP(2) ist eine Gleichheit

fast iiberall. Trotzdem betrachten wir die Elemente von LP(Q2) als Funktionen.
Bemerkung (2). Fir u € L*(Q) gilt, dass u € LP(Q) fiir alle 1 < p < c0.

Bemerkung (3). Mit [, f ist das Integral beziiglich des Lebesgue-Mafles £™ gemeint.



2. Vorbereitungen aus der Analysis

Fiir den Spezialfall p = 2 wird die Norm || - || ;2(q) durch das Skalarprodukt

(f,9) 120 ::/Qfg

induziert, mit welchem L?(€) zu einem Hilbertraum wird. Entsprechend definieren

wir fiir vektorwertige Funktionen f: Q — R™ den Raum L?(Q)" durch
Q= {f=(fi,. ... f) i€ Q) Vi=1,...,n}

mit der Norm

-

2

£l L2 )n = (2 ||fz'||%2(m>
Definiere nun zuletzt die Raume
ri@) = {rer’@: [ r-of
Q
sowie den Raum der lokal integrierbaren Funktionen

Lio() == {f € LK) : K cC 0}

2.2. Schwache Ableitung, Sobolev-Raume

Sei u € C1(€2). Dann gilt nach der partiellen Integration mit ¢ € C°(£2)

/Ququz I*/ng;iqb, 1=1,...,n, (2.1)

wobei u,, = 37“1, die partielle Ableitung nach xz; bezeichnet und kein Randterm auftritt,
da ¢ aufgrund des kompakten Tragers auf OS2 verschwindet. Allgemeiner gilt fiir ein
k€N, u e C*Q) und einen Multiindex o € N2 der Ordnung |a| = ag + -+, = k

nach k-maliger Anwendung von (2.1)

/QuDo‘qb: (—1)|a|/QDO‘u¢, (2.2)



2. Vorbereitungen aus der Analysis

wobei
o™ 0%

D%y = U
e U
Ox ! oxy™

Auf der linken Seite von (2.2) muss u nur lokal integrierbar sein, da ¢ einen kompakten
Trager hat. Auf der rechten Seite miisste dann aber D®u fiir solch ein wu, das nicht
in C* ist, erklirt werden. Das tun wir in einer spéiteren Definition. Zunichst zeigt
aber das folgende Lemma einen Grund dafiir auf, warum man Funktionen ¢ € C°(Q)

auch als Testfunktionen bezeichnet:

Lemma 2.1. Sei Q C R" offen, beschrinkt und u € L _(Q). Es gelte fiir alle

¢ € C=(Q)
/ up = 0.
Q
Dann gilt uw=0 in Li ().

Beweis. Da wir fiir ein K cC Q von Q zu K iibergehen koénnen, betrachten wir nur

u € L1(€). Setze

Dann gilt || < 1 und wa = |u|. Damit ist @ € L*(€2) und wegen der Bemerkung
in Abschnitt 2.1 also auch @ € L2(2). Da C2°(€2) in L?*(Q) dicht liegt (siehe [Werl1,
S. 209]), betrachten wir nun eine Folge von Glattungen (@) C C2°(€2) mit m a.
Diese hat eine Teilfolge, die punktweise fast {iberall gegen @ konvergiert. Sofern diese

Eigenschaft nicht schon fiir (@) gilt, benutzen wir die gleiche Bezeichnung jetzt fiir

die Teilfolge. Es gilt mit dem tiblichen Glattungskern 7,

)l =| [ nela = yity) ay

< /B =) ) dy (23)

<l [, e =) dy = il
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und damit

Hae”LOO < HaHLoo <1 (2.4)

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

Oz/uﬂsﬂ/uﬂ:/\m. (2.5)
Q ) Q

Damit ist u = 0 fast iiberall in €. O
Nun wird der Begriff der schwachen Ableitung definiert.

Definition 2.2 (Schwache Ableitung). Seien u,v € Li () und « ein Multiindex.

Wir nennen v die schwache a-partielle Ableitung von wu,

D% = v,

falls fiir alle Testfunktionen ¢ € C2°(Q) gilt

/QuDaqS: (—1)'0“/91@.

Bemerkung. Eine schwache a-partielle Ableitung von wu ist, falls sie existiert, bis
auf eine Nullmenge eindeutig definiert. Dazu betrachte zwei schwache a-partielle
Ableitungen v, ¥ € Li. .(Q). Fiir diese gilt dann [, (v — )¢ = 0 fiir alle Testfunktionen
¢ € C°(Q) und damit (vgl. Lemma 2.1) v — ¢ = 0 fast tiberall.

Das Konzept der schwachen Ableitung fithrt zur Definition der Sobolev-Riume.

Definition 2.3 (Sobolev-Raum). Der Sobolev-Raum
whe(q)

besteht aus allen lokal integrierbaren Funktionen u: €2 — R, sodass fur jeden Multi-
index o mit || < k die Ableitung D%u im schwachen Sinne existiert und es gilt

Do € LP(9).
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Fiir ein u € W*P(Q) ist eine Norm gegeben durch

1
(Z‘odgk fQ ‘Dau’p) ? ) 1 < p < o0,

[ullyrr )
> ja|<k €S85UPQ | D%, p=oo.

Bemerkung. Die W*P(Q) sind Banachriume. Fiir den Spezialfall p = 2 schreiben wir
H*Q)=Wh3(Q), k=0,1,....
H¥(Q) ist ein Hilbertraum, dessen Norm durch das Skalarprodukt

(w0, 0) gy = Y (D%, D) 12
| <k

induziert wird. Weiter ist
1
2
2
|ul ey = (Z HDQUHLQ(Q))
la|=k

eine Halbnorm auf H*(2). Die Sobolev-Riume von vektorwertigen Funktionen, wie

zum Beispiel H*(Q)", sind analog zu den Lebesgue-Riaumen LP(2)" definiert.

Definition 2.4. Wir bezeichnen mit

den Abschluss von C°(€2) in H*(Q).

Insbesondere von HE () wird im Folgenden reger Gebrauch gemacht. Daher wollen
wir ihn noch auf eine andere Weise charakterisieren. Dazu benétigen wir zunéchst die

folgende Definition und den Satz 2.6.

Definition 2.5 (Lipschitz-Gebiet). Sei 2 C R" offen und beschrankt. 2 heifit

Lipschitz-Gebiet, falls fiir jeden Punkt z* € 0€2 ein r > 0 und eine Lipschitz-stetige
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Abbildung v: R*~! — R existiert, sodass nach Umbenennung und Umorientierung

der Koordinatenachsen, falls erforderlich, gilt (vgl. [Eval0, S. 710])
QN By(z*) ={z € B.(2") : xp, > y(x1,...,2n-1)}.

Also kann 0f) lokal als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion betrachtet werden.

Im Allgemeinen stellt sich die Frage, wie man einer Funktion u € W1?(Q) Rand-
werte auf 9 zuordnen soll. Falls u stetig auf  ist, hat « Randwerte im normalen
Sinne. Eine Funktion v € W1?(Q) muss aber nicht stetig sein und ist gegebenenfalls
sogar nur fast iiberall in Q definiert. Aufgrund der Tatsache, dass £"(992) = 0 gilt, ist
nicht klar, was u|gq bedeuten soll. Dieses Problem 16st der Spuroperator (siehe auch

[Alt12, S. 279] und [EGY1, S. 133)]).
Satz 2.6 (Spursatz). Sei Q C R"™ ein beschranktes Lipschitz-Gebiet und 1 < p < oo.
Dann existiert genau ein beschrinkter linearer Operator
T: WHP(Q) — LP(0Q),
sodass fir alle w € WP(Q) N C(Q) gilt

Tu = u|@Q.

Bemerkung. Wir bezeichnen Tu als die Spur von u und schreiben fiir x € 992 statt
(T'uw)(x) einfach u(x).

Es erweist sich, dass die Funktionen u € H{(f2) wie in Definition 2.4, also die
Funktionen, zu denen es eine Folge (u;)32; C C2°(€2) gibt mit w; I 4 in HY (Q)
(d.h. limjse0 |Ju; — uHHl(Q) = 0), genau die Funktionen sind, fiir die u|so = 0 im

Spursinne gilt.

'In der Norm dieses Raumes ist das Integral beziiglich des Hausdorffi-MaBes H" ' zu nehmen.
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Satz 2.7. Sei Q CR" ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Dann gilt
Hy(©) = {ue BH'(Q): Tu=0}.

Beweis. Siehe bei Alt [Alt12, S. 284].

Weiterhin benétigen wir zwei Versionen des Divergenzsatzes fiir Funktionen in

Sobolev-Raumen.

Satz 2.8 (Divergenzsatz). Sei Q) C R™ ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, u € WHP(Q),
1<p<oo, veCHQ)™. Dann gilt

/udivv:—/Vu-v—i-/ (v-n)udH" !,
o) Q o9

mit der dufSeren Normale n an 9S). Insbesondere gilt fiir u € HE(Q)

/udivv:—/Vu-v.
Q Q

Beweis. Siehe bei Evans und Gariepy [EG91, S. 133].

Nach [Soh01, S. 49] gilt auch die folgende Verallgemeinerung, in der auch v nur

schwach differenzierbar zu sein braucht.

Satz 2.9 (Schwacher Divergenzsatz). Sei Q C R", n > 2, ein beschrinktes Lipschitz-

Gebiet und 1 < g < oo, ¢ = q_il. Dann gilt fir alle uw € WH4(Q) und v € Whe' (Q)"

/udivv:—/Vu'v—i-/ (v -n)u dH" L.
Q Q o9

Insbesondere gilt diese Aussage also fiir u € H' () und v € H(Q)".

Es gilt auBerdem eine sehr hilfreiche Sobolev-Ungleichung.
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Lemma 2.10 (Sobolev-Ungleichung). Sei 2 C R™ beschrankt. Sei u € Wol’p(Q) fiir

ein 1 < p <n. Dann gilt die Abschdtzung

[ell ooy < CIVUllo@yn

fir alle q € [1,p*] mit p* = n"—_’;} und einer Konstante C = C(p,q,n, Q).

Beweis. Siehe bei Evans [Eval0, S. 279].
Bemerkung. Im Speziellen gilt diese Ungleichung also fiir n = 3, p = 2 und ¢ = 4, das
heifit, dass fiir u € H}(Q)" gilt

HUHLAL(Q)n S C HquLQ(Q)n2 . (26)

Die Ungleichung wird auch eine Poincaré-Friedrichs-Ungleichung genannt. Aulerdem

folgt, da |ulg1 = ||Vul| 2, dass || || 1 und |- |1 auf Hg(Q) dquivalent sind.

2.3. Helmholtz-Zerlegung

Ein Vektorfeld w bezeichnet man als divergenzfrei, sofern gilt divw = 0. Entsprechend
heifit das Vektorfeld v rotationsfrei, falls V x v .= 0. Der Gradient einer skalaren
Funktion ¢:  C R?® — R ist rotationsfrei, sofern man die partiellen Ableitungen

vertauschen darf:

S

(o (Vz)y — (Uy)2
X 1/}y = (woc)z - (1/12)50 =0. (27)
(2 (Yy)a = (Ya)y

V x (V) =

L L

Im Folgenden nehmen wir stets eine hinreichende (ggf. auch schwache) Differenzier-
barkeit der beteiligten Funktionen an. Fiir ein divergenzfreies Vektorfeld w und den

rotationsfreien Gradienten Vi gilt dann unter der Voraussetzung, dass

(w-n)lspn =0 (2.8)

10
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aufgrund des Divergenzsatzes 2.8, dass diese orthogonal beziiglich des L?-Skalar-

produktes sind (vgl. [Linl3, S. 5]):

/va~w:/ﬂdiv(zpw)—/gwdivw

= [ (wemy (2.9)
=0.

Zum folgenden Satz siehe auch bei Sohr [Soh01, S. 81ff].

Satz 2.11 (Helmholtz-Zerlegung). Sei Q@ C R™ mit n > 2 ein beschrinktes Lipschitz-

Gebiet. Dann gibt es zu jedem £ € L?(Q)" eine eindeutige Zerlegung
f=w+Vy

mit w € L2(Q)" mit divw = 0 und (w - n)|gq = 0 sowie Vi) € L2(Q)". Auferdem

sind V1 und w beziiglich des L?-Skalarproduktes orthogonal, es gilt also

/QV@b'w:O.

Nach [Linl3, S. 6] ist ¢ eindeutig als Losung des folgenden Problems bestimmt:
Finde ¢ € H(Q), sodass fiir alle y € H(Q) gilt

/vvaszv%
Q Q

(2.10)
[v=o
Q
Dann berechnet sich der divergenzfreie Anteil w von f durch
w="Ff— V. (2.11)
Bemerkung. Satz 2.11 definiert einen beschrénkten linearen Operator
P: L2(Q)" — {w e L(Q)" : divw = 0, (w-n)|po = 0}, (2.12)

11
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der durch f — w wie oben gegeben ist. Dieser wird Helmholtz-Projektion genannt.

Hinreichende Glattheit vorausgesetzt, folgt aus

(f-n)lao =0 (2.13)

dann

(w-n)laa + (V¢ -n)lsq = 0 (2.14)

und somit wegen der homogenen Neumann-Randbedingung (V4 - n)|gq = 0 auch

(W -n)|se = 0. (2.15)

12



3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Im Folgenden werden die fiir diese Arbeit zentralen Navier-Stokes-Gleichungen vor-
gestellt und Existenz und Eindeutigkeit einer Losung untersucht. Diese Einfiihrung
orientiert sich vor allem an [Lay08; Lin13; Soh01; Tem79] sowie [Verll] und [Ver98].
Alsdann wird das Problem diskretisiert und das numerische Verfahren zur Losung der

Gleichungen entwickelt und diskutiert.

3.1. Das kontinuierliche Problem

3.1.1. Klassische Formulierung des Problems

Sei 2 C R™ ein beschranktes Lipschitz-Gebiet. Dann nehmen wir an, dass die Stro-
mung einer Fliissigkeit innerhalb des Gebietes durch das folgende System nichtlinearer
partieller Differentialgleichungen mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen beschrie-

ben wird:

—vAu+u-Vu+Vp=1f in (),
divu=0 in Q, (3.1)

u=20 auf 09.

Diese Gleichungen werden als Nawier-Stokes-Gleichungen bezeichnet. Im Folgenden
wahlen wir stets n = 3. Da wir annehmen, dass die Strémung nicht von der Zeit
abhéngt und die Dichte der betrachteten Fliissigkeit konstant ist, sprechen wir von
dem stationdren inkompressiblen Fall. In (3.1) beschreibt u: Q2 — R" die Geschwin-
digkeit und p: Q — R den Druck innerhalb der Stromung. Die ausgeiibte Kraftdichte

bezeichnen wir mit f: Q — R™ und v > 0 bezeichnet die kinematische Viskositéat.

13
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Das Problem besteht nun darin, bei vorgegebener Kraft f das Geschwindigkeitsfeld
u und den Druck p zu bestimmen. Zunéchst féllt auf, dass in den Navier-Stokes-
Gleichungen anstelle von p nur Vp vorkommt und in (3.1) keine Randbedingung an
den Druck gemacht wird. Also wird p von (3.1) nur bis auf eine Konstante C' € R

bestimmt, denn es gilt offenbar
V(p+C)=Vp. (3.2)

Damit ist fiir jede Losung (u,p) von (3.1) auch (u,p+ C) eine Lésung. Daher fithren

wir als weitere Bedingung an p ein:

/Qp =0. (3.3)

Die obige Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen macht implizit Annahmen

n

dariiber, wie glatt Losungen (u,p) sein miissen: man mochte u € C%(Q)" sowie

p € C1() fordern. In vielen interessanten Anwendungen ist das allerdings nicht
gewahrleistet. Aus diesem Grund versuchen wir, die Anforderungen abzuschwéchen.

3.1.2. Schwache Formulierung des Problems

Wir multiplizieren (3.1) mit einer Testfunktion v € H{ ()" und integrieren iiber ().

Dann ergibt sich

—I//QAu-V—l—/Q(u~Vu)-V—i—/QVp-V:/Qf-V. (3.4)

Mit dem schwachen Divergenzsatz 2.9 angewendet auf die Komponentenfunktionen

und der Gleichheit Au = div (Vu) folgt, da v auf 092 verschwindet,

y/Vu:Vv—i—/(u-Vu)-v—/pdivv:/f-v.1 (3.5)
Q Q ) Q

3
i,j=1

IMit Vu : Vv ist hier das Tensorprodukt T : S := Z T;;S;i; gemeint.

14



3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Ebenso ergibt sich mit ¢ € L3(9)
/ gdivu=0. (3.6)
Q

Damit ist eine klassische Losung (u,p) von (3.1) mit u € C?(Q)", u|pg = 0 und
p € CHQ) N L3(9) eine Losung des folgenden Problems:

Gegeben seien ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet 2 C R™ und ein f € L?(Q)™. Finde
uc X :=HY " peQ:= L), so dass fiir alle v e X, g € Q gilt

/Vu Vv—i—/ -Vu) - V—/pleV—/fV
/qdivu:O.
Q

Die Bedingung p € @ gewéhrleistet hier, dass die Bedingung (3.3) erfiillt ist. Inso-

(3.7)

fern bezeichnen wir das Problem (3.7) als schwache Formulierung des Navier-Stokes-
Problems.

Als néchstes wollen wir Existenz und Eindeutigkeit von Losungen (u,p) € X x Q
kldaren. Dazu fiihren wir eine abstraktere Formulierung des Navier-Stokes-Problems

ein.

Definition 3.1. Wir definieren die Bilinearformen a: X x X — R, b: X x Q — R,

die Trilinearform c: X x X x X — R und die Linearform [: X — R vermoge
a(u,v) := 1// Vu: Vv,
Q
b(u,q) := —/ g divu,
Q
C(g’ u,v) = / (g ’ vu) "V
Q

:/f~v.
Q

Dass es sich hier tatséichlich um lineare Abbildungen handelt, ist aufgrund der

(3.8)

Linearitdt der beteiligten Differentialoperatoren V und div, des Skalar- bzw. Tensor-

produkts und des Integrals gegeben.

15
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Mit diesen Definitionen lésst sich das Problem (3.7) dquivalent wie folgt formulieren:

Finde (u,p) € X x @, sodass fiir alle (v,q) € X x @ gilt

a(u,v) + c(u,u,v) +b(v,p) =1(v),
(3.9)

b(u,q) = 0.

Die in (3.8) definierten Abbildungen haben weitere niitzliche Eigenschaften, wie

das folgende Lemma zeigt (siehe auch [Lay08, S. 106f]).

Lemma 3.2. Sei ) C R™, n = 3, ein beschrdnktes Lipschitz-Gebiet. Dann sind die
Bilinearformen a und b stetig auf X x X bzw. X X Q, a ist symmetrisch und koerziv

und die Trilinearform c ist stetig auf X x X x X.

Beweis. Die Symmetrie von a ergibt sich aus der Symmetrie des Tensorproduktes,
die Koerzivitit aus der Bemerkung nach Lemma 2.10. Fiir die Stetigkeit von c ist zu

zeigen, dass fiir g,u,v € X gilt
le(g,u, )| < Cliglix lullx IVx - (3.10)
Mit der Holder-Ungleichung gilt
g vl =| [ (6 Vo) | < gl [Vul 2 vl (311)
mit ;1) + % + % = 1. Mit der Sobolev-Ungleichung aus dem Lemma 2.10 folgt nun
Iglle IVullpe IVl < ClIVEllL: [[Vall g (Vv < Cligllx allx Ivilx,  (3.12)

wobei wir p,q = 4 gewahlt haben. Der Nachweis der Stetigkeit von a und b erfolgt
analog. O

Bemerkung. Die kleinste Konstante, die (3.10) erfiillt, ist offenbar

Y ]

. (3.13)
guvex [l x ullx [[vllx
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Nehmen wir das Supremum nur iiber einen Unterraum V C X, so erhalten wir

Ni= sup @OV (3.14)
guvev |8l x [[allx (vl x
0<N<M < oo, (3.15)

da beim Ubergang zu einer Obermenge das Supremum hdchstens grofer werden kann.

Also gilt fiir g,u,veV

le(g:u,v)[ < Ngllx llullx [[vllx - (3.16)

Das Sattelpunktproblem (3.9) ldsst sich auch als elliptisches Problem schreiben,
in dem p nicht mehr auftaucht. Dazu nehmen wir die Bedingung der (schwachen)

Divergenzfreiheit von u in den Lésungsraum mit auf.

Lemma 3.3. Es sei

Vi={veX:divv=0}

Dann ist V ein abgeschlossener Unterraum von X und somit ist V' ebenfalls ein

Hilbertraum.

Bewets. Der Divergenzoperator ist linear und stetig, daher ist V' ein Unterraum von
n—oo

X. Sei (vp)o2; C V eine Folge mit v,, —— v € X. Wegen der Stetigkeit gilt

divv, 222 divv. Aus v, € V folgt divv,, = 0 und damit divv = 0. O
Nun gilt aufgrund der Koerzivitdt von a, dass eine Losung u des Problems (3.9)
auch das folgende Problem 16st: Finde u € V, sodass fiir alle v € V gilt

a(u,v) + c(u,u,v) =I(v). (3.17)

In Abschnitt 3.1.3 werden wir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des
elliptischen Problems (3.17) untersuchen. Der folgende Satz garantiert dann die Exis-
tenz eines dazugehorigen Drucks p € @ und somit einer Losung (u,p) € X x @ des

Navier-Stokes-Problems (3.9), ergo sind beide Probleme dquivalent.

17



3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Lemma 3.4 (inf-sup-Bedingung). Es gibt eine Konstante 8 > 0, sodass

b
inf sup (v.9)

>3 >0. 3.18
q€Q\{0} vex\{0} Vvl 2 HQ||L2(Q) ( )

Beweis. Siehe bei Verfiirth [Ver98, S. 41].

Satz 3.5. Die Bilinearform a sei symmetrisch und koerziv auf V und die Bilinearform
b erfille die inf-sup-Bedingung. Dann gibt es zu einer Lésung u € V' des Problems

(3.17) auch ein p € Q, sodass (3.9) erfillt ist.
Beweis. Siehe bei Girault und Raviart [GR79, S. 109f], vgl. auch [Ver98, S. 109].

Ist eine Losung u € V von (3.17) gefunden, so lasst sich p € @ aus diesem Pro-
blem bestimmen: Fiir alle v € V-, das heifit dem orthogonalen Komplement von V
beziiglich a, also

Vi={veX:a(v,w)=0VYweV}, (3.19)

gelte
b(v,p) =1(v) — c(u,u,v). (3.20)

Die inf-sup-Bedingung ist dquivalent dazu, dass der Divergenzoperator div: V- — Q
bijektiv ist (vgl. [Gun02, S. 101]). Daraus folgt, dass das obige Problem eine Losung
besitzt.

Die Trilinearform c ist antisymmetrisch beziiglich der beiden letzteren Argumente.

Dies wird im folgenden Abschnitt benotigt.

Lemma 3.6. Es gelten firueV, v,we X
c(u,v,v) =0, (3.21)

c(u,v,w) = —c(u,w, v). (3.22)
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Beweis. Um (3.21) zu zeigen, seien u € VN CX(Q)" und v € X N CP(N)", ein Ap-

proximationsargument ergibt dann die Behauptung. Dann gilt (vgl. [Tem79, S. 163])

(OoviN. o9 (Vi) 1 ow;\
fo(5) v = [ (2)— () (3:23)

und damit
1 n
c(u,v,v) = _2;:1/9"? divu =0, (3.24)
da divu = 0. Gehen wir in (3.21) von v zu v + w iiber, so folgt (3.22). O

3.1.3. Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Zunichst werden wir die Eindeutigkeit einer etwaigen Losung von (3.17) nachweisen,
das heif3t also, dass es, wenn iiberhaupt, hdchstens eine Losung u geben kann. Danach

erst wird der Existenzbeweis gefiihrt.

Eindeutigkeit.

Definition 3.7. Sei f € L?*(Q)". Definiere die V*-Norm von f durch

<f7V>L2
f||, := sup .
Il 3= 500 oo

Dann nennen wir V* := V” s den Dualraum von V:
V*={F:V — R: F ist linear und stetig }.

Die Eindeutigkeit einer Losung von (3.17) ist bei den stationdren Navier-Stokes-
Gleichungen nur unter gewissen Bedingungen an die Daten v, f gegeben. Dies zeigt

der folgende Satz (siche auch [Lay08, S. 107]).

Satz 3.8 (Eindeutigkeit fiir ,kleine Daten“). Es gelte die folgende Bedingung an v
und £ mit N wie in (3.14):
Nv=2|f||, < 1. (3.25)
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Dann hat das Problem (3.17) héchstens eine Losung.

Beweis. Seien u und @ zwei Losungen von (3.17). Daraus folgt
a(u—1,v)+c(u,u,v) —c(a,a,v) =0. (3.26)
Mit ¢ :=v =u—1 € V ergibt sich
vIIVllZe +clu, b, ¢) + c(¢, 1 b) = 0 (327)
und unter Benutzung von (3.21)
v{IVoll;2 + c(e, i, ¢) = 0. (3.28)
Wenden wir (3.16) an, so folgt, da ¢, € V
VIVl = —c(¢. 1 ¢) < N [VplZ: Va2 (3:29)

Die Norm der Losung @ konnen wir abschétzen: Setze v =1 in (3.17), dann ergibt

sich mit (3.21) und der Definition von || - ||,
v[Valg. = (f, @) 2 < [IF]l, |Vl .. (3.30)

Also haben wir

v (V|2 < NuTtIE|, Vel (3.31)

und schliefllich mit (3.25)
(1= Nv 2 IE[L) [Voll7: < 0. (3.32)

Daraus folgt ¢ = 0 in X und damit die Behauptung. O

20



3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Existenz.

Fiir ein Vektorfeld b € V betrachten wir zunéchst das folgende Problem: Finde
(u,p) € X x Q, sodass gilt

—vAu+b-Vu+Vp=f inQ,

divu=0 in ,

/p:().
Q

Dieses Problem nennen wir das Oseen-Problem (vgl. [Lay08, S. 108-110]). Seine

(3.33)

variationelle Formulierung mit den Abbildungen aus (3.8) lautet: Finde u € V', sodass

fir alle v e V gilt

a(u,v) :=a(u,v) +c(b,u,v) =I(v). (3.34)

Lemma 3.9. Seib € V gegeben. Dann ist die Bilinearform a stetig und koerziv, das

heifst, es gilt

a(u,u) > v || Vul3, VuelV, (3.35)

a(u,v) < (v + N|blly) [[ully [[vly,  Vu,veV. (3.36)
Beweis. Die Stetigkeit folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Lemma 3.2:

|a(u, v)| < la(u, v)[ + |c(b, u, V)]

(3.37)
< vlully Ivily + N bl [ally vl -
Die Koerzivitat ist klar, da nach (3.21) gilt, dass ¢(b,u,u) = 0 und somit
a(u,u) = a(u,u) + ¢(b,u,u) > v||Vul3, . (3.38)
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Damit sind beide Behauptungen gezeigt. O
Das Oseen-Problem (3.34) hat eine eindeutige Losung:

Satz 3.10. Sei f € X* fest. Dann hat das Problem (3.34) fiir alle b € V eine

eindeutige Losung u € V. Auflerdem gilt die Abschdtzung

vVl <], (3.39)

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der Losung folgen mit Lemma 3.9 und Lemma 3.2
aus dem Satz von Lax-Milgram [Lay08, S. 28]. Die Abschatzung (3.39) folgt ebenfalls,

wegen Lemma 3.9 und Definition 3.7 mit agp = v und C = |/f|,. O

Definiere die Abbildung T: V — V durch b +— u, wobei u die Losung des Oseen-
Problems (3.34) fir dieses gegebene b ist. Wenn nun u* € V' ein Fixpunkt von T ist,
das heifit

T(u*) = u", (3.40)

dann ist u* offenbar eine Losung des Navier-Stokes-Problems (3.17). Mit der Abbil-

dung T lasst sich die Existenz von Losungen von (3.17) zeigen.

Satz 3.11 (Existenz fiir ,kleine Daten). T wie oben definiert ist auf V' gleichmdfig
beschrankt. Fir ein u = T(b) gilt also

V2 < € < oo,

wobei C = C(v,Q,||f]],) nicht von |[Vb|| 2 abhdngt. Weiterhin ist T unter der Vor-

aussetzung (3.25) eine Kontraktion auf V. Dann existiert eine Losung von (3.17).

Beweis. Die Existenz einer oberen Schranke an |[[Vu||; . haben wir bereits mit Satz

3.10 nachgewiesen. Nehme also an, dass (3.25) gilt, d. h.

Nv=2|f||, < 1.
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
Seien b,b € V gegeben und u = T(b), @ = T(b). Dann gilt mit ¢ :=u —u
IVu =Vl = [Vu—-a)l = [Vl . (3.41)
Zunichst sehen wir ein, dass

¢(b,u,v) — ¢(b, 1, V) (b-Vu—-b-Vi)-v

S5

[(b ~b)-Vu+b- (Vu- Vﬁ)] v (3.42)

b—b,u,v)+c(b,u—u,v).

—

C

Da u und @ Losungen von (3.34) zu b respektive b sind, gilt
a(u—1,v) +c(b—b,u,v) + ¢(b,u —i1,v) = 0. (3.43)
Wir setzen wieder v = ¢ = u — @1 und wie im Beweis von Satz 3.8 ergibt sich

v|[Voll2 = —c(b—b,u,¢)

< N|V(b=b)|| , IVul . [Vl (3.44)
< NvTHEIL IVl e Vb - 9B
und schliellich folgt daraus
IVll2 < Nv2 £, [Vb - VB . (3.45)

Also ist T eine Kontraktion. Mit dem Banachschen Fixpunktsatz (vgl. [Werll, S. 166))
folgen die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes und somit einer Losung des

Navier-Stokes-Problems (3.17). O

Zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen in den folgenden Abschnit-
ten werden wir es uns zunutze machen, dass die folgende Picard-Iteration konvergiert:

Gegeben sei mit u” € V eine Losung des Oseen-Problems ohne Beriicksichtigung des
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

nichtlinearen Terms u - Vu. Dann berechnen wir T(u”) := u"*! € V vermoge
a(u" ™ v) +e(u",u"t v) =1(v), vev. (3.46)

Satz 3.12 (Picard-Iteration). Unter der Voraussetzung (3.25) bilden die Iterierten
(u™):2, eine Cauchy-Folge, die aufgrund der Vollstindigkeit von V' konvergiert. Der

Grenzwert

u= lim u"
n—oo

ist die eindeutige Losung des Navier-Stokes-Problems (3.17).

Beweis. Zunéchst sei festgestellt, dass eine Losung u € V' des elliptischen Problems
(3.17) nach Satz 3.11 existiert und nach Satz 3.8 auch eindeutig ist.
Wir definieren v < 1 durch Nv—2||f||, < a. Da T eine Kontraktion ist, gilt fiir alle
n e N:
HV(u”Jrl — u")’

(3.47)

<a HV(u" - u"_l)‘ .
L2 L?

Fir n > m > 1 gilt daher mit einem Teleskopsummentrick

am
<
27 1—«

IV (" —a™)||,. < nf o HV(ul - uo)‘ HV(ul - uO)HL2 . (3.48)
k=m

Wir schliefSen
Ve>03INeNVn>m>N:|[[Vu" —u")|,. <e, (3.49)

und damit ist (u”);2 ; eine Cauchy-Folge und somit konvergent.
Nun ist noch zu zeigen, dass der Grenzwert der Folge auch tatséchlich gleich u ist.
Wir setzen ¢" :=u—u” € V und v := ¢" 1. Mit dhnlichen Umformungen wie im

Beweis von Satz 3.11 erhalten wir

[ver!

PPy (3.50)
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Dabei gilt die gleichméfige Schranke v ||[Vu™||;2 < [/f|,, da u” fiir alle n € N nach

Konstruktion eine Losung der Iterationsvorschrift (3.46) ist. Also gilt

n—o0

Hw)"“\ e, ) (3.51)

L2
woraus wiederum u = lim,,_, u” in X folgt. ]

Man kann zeigen, dass auch ohne die Bedingung an die Eingabedaten (3.25) eine
Losung des Navier-Stokes-Problems (3.17) existiert. Der Beweis ist allerdings etwas
komplizierter, unter anderem benétigt man den Fizpunktsatz von Schauder. Daher

sei hier nur das Ergebnis zitiert.

Satz 3.13 (Existenz fiir beliebige Daten). Fir alle v > 0 und f € X* existiert eine

Lésung u € V' des Navier-Stokes-Problems (3.17).

Beweis. Siehe bei Layton [Lay08, S. 110-114] oder auch bei Temam [Tem79, S. 164].

3.2. Diskretisierung des Problems

In diesem Abschnitt wird das Navier-Stokes-Problem in seiner schwachen Formulie-
rung numerisch mittels der Finite-Elemente-Methode gelést. Da das Problem geméfl
(3.17) in unendlichdimensionalen Funktionenrdumen gestellt ist, ist es fiir einen Com-
puter aufgrund seiner endlichen Ressourcen nicht moéglich, das Problem in endlicher
Zeit zu 16sen. Daher sollen die beteiligten Funktionenrdume durch geeignete endlich-
dimensionale Ansatzraume diskretisiert und somit auch die Losung ,,moglichst gut®
approximiert werden.

Dazu wird zunéchst ein nichtkonformes Verfahren vorgestellt und die zugehorigen
Fehlerabschétzungen hergeleitet. Auflerdem wird eine Modifikation des Verfahrens
prasentiert, die unter gewissen Voraussetzungen ein besseres Ergebnis als das klas-
sische Verfahren liefern soll. Eine Studie des Verfahrens und der Implementierung
durch geeignete Beispiele und ferner der Vergleich mit den Fehlerabschétzungen und

zwischen dem klassischen und dem modifizierten Verfahren erfolgen in Kapitel 4.
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

3.2.1. Diskretisierung mit nichtkonformen finiten Elementen

Sei 2 C R? ein konvexes polyedrisches Lipschitz-Gebiet. Um das Gebiet zu diskre-
tisieren, verwenden wir eine regulare Triangulierung T, von § in Tetraeder T' € Tp.
Weiter sei F; die Menge der Fliachen (Dreiecke) in 75 und Fj, die Menge der inneren
Flachen F' € Fy, fiir die gilt 92N F = (). Diese seien offene Mengen. Der Schwerpunkt
des Dreiecks F' € F sei xp. Der Normalenvektor ng an eine Fliche F' hat fiir ' € Fy,
eine beliebige, aber feste Orientierung und fiir F' € F;\F}, ist er nach auflen gerichtet.

Fiir einen Tetraeder T € T}, ist xp das Baryzentrum, Fr die Menge der Flachen
dieses Tetraeders und nr r der nach auflen zeigende Normalenvektor an seine Fliache
F. Im Falle von zwei angrenzenden Tetraedern T1,Ts € Tp, mit T} # T bezeichnet
T\|Ty := F € Fy, die gemeinsame Fliche. Fiir eine stiickweise polynomiale Funktion
¢ € L>(Q) ist fiir jede innere Flidche F' = T1|Ty € Fp, der Sprung in einem x € F
definiert durch (vgl. [Lin13, S. 8])

[¢l(x) == (yh_rg( ¢(y)nr,F + lim ¢(Y)HT2,F) ‘np. (3.52)
yeT yeTn

Wie im vorherigen Abschnitt definieren wir X := H}(Q)" und Q := L3(Q). Zur
Approximation der Geschwindigkeit u € X verwenden wir als Ansatzraum den Raum

Xy, der Crouzeiz-Raviart- Elemente:

Xy = {Vh € LQ(Q)TL : Vh’T S P{L VT €T,
[Vi](xF) = 0 VE € Fp, (3.53)

vi(xp) = 0VF € Fi\Fy}.

Es bezeichnet P]' den Raum der linearen Polynome p: R® — R"™. Die Bedingung
[Vi](xp) = 0 fur alle F' € F, bedeutet die Stetigkeit von v, im Schwerpunkt der
Flache F. Die homogenen Randbedingungen an die Geschwindigkeit berticksichtigen
wir, indem wir fordern, dass v, jeweils im Schwerpunkt der Randfléchen verschwindet.

Auf einem Tetraeder ist ein lineares Polynom p € P} durch die Werte in den Schwer-
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punkten der Flachen F' € Fr eindeutig bestimmt: Diese vier Bedingungen bestimmen

genau die vier Freiheitsgrade des Polynoms.

Definition 3.14. Wir definieren den gebrochenen Gradienten Vi : Xp — LZ(Q)”Q,
die gebrochene Divergenz divy, : X — L*(Q) und die gebrochene Rotation Vi, x (-) :
Xp, — L2(Q)" so, dass fiir alle T € Ty, gilt

(Vivi)lr = V(valr),
(divy, vi) |7 = div (va|7),

(Vi x vi)lr ==V x vp|r.

Auflerdem sei eine Norm auf X} gegeben:

1
2
Valyp = (/Q Vhvh Vth) = (

Es fillt auf, dass im Allgemeinen eine Funktion v, € X}, am Ubergang zwischen

1
Z/Vvh:Vvh) .
T

TeTh

zwei Tetraedern Spriinge aufweisen kann, da wir die Stetigkeit nur im Schwerpunkt
der Flachen gefordert haben. Aulerdem muss eine diskret divergenzfreie Funktion
v}, € X3, nicht unbedingt eine Divergenz in L? besitzen und somit insgesamt diver-

genzfrei sein. Dementsprechend gilt X} ¢ X und, wenn wir

H(div; Q) := {u € L*(Q)" : divu € L*(Q) existiert im schwachen Sinne} (3.55)

definieren, auch V}, ¢ H(div; Q). Wegen X}, ¢ X bezeichnen wir das Crouzeix-Raviart-
Element als nichtkonform.

Die Basisfunktionen von X} haben einen lokalen Tréager: Betrachtet man ein Ba-
siselement ¢;, so ist nur eine der Komponentenfunktionen ungleich null, und zwar
nur auf zwei benachbarten Tetraedern T1,7T» € 7T,. Fiir eine Komponente qb{ mit

j €{1,2,3} soll dann gelten ¢g(le‘T2) =1.
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Den Ansatzraum @, definieren wir wie folgt:
Qni={an € LY aulr € P VT € Ty }. (3.56)

Der Druck wird also durch auf jedem Tetraeder stiickweise konstante Funktionen
approximiert. Wir stellen fest, dass Qn C @ und somit auch ||-|[o, =+l gilt.
Ebenso wie im vorherigen Abschnitt formulieren wir das diskrete Problem in schwa-

cher Form: Finde (up,pp) € Xp, x Qp, sodass fir alle v, € Xp,, qn, € Qp gilt

ap(up, vi) + cp(up, uy, vi) + by (Vi, pr) = h(vn),
(3.57)

br(un, qn) = 0.

Dabei seien die diskreten Analoga der Linearformen aus (3.8) wie folgt definiert:

ah(uh,vh) =Vv Z / Vuh : Vvh,
TeT7;, ' T

ACRSEEE Y /TQh divuy,

e (3.58)
ch(@h, Un, Vi) = ) /(gh'Vuh)-Vh,
Tet, T
lh(Vh) = Z /f‘Vh.
TeT;, T

Man beachte, dass diese so definiert sind, dass sie fiir u, v € X und ¢ € ) mit denen aus
(3.8) iibereinstimmen. Allerdings ist die Trilinearform ¢, nicht wie die kontinuierliche
Version ¢ antisymmetrisch. Das liegt daran, dass wie oben schon bemerkt X; ¢ X
gilt (nichtkonforme Methode) und eine Funktion v; € Vj, im Allgemeinen nicht
divergenzfrei ist. Dies hatten wir aber im Beweis der Antisymmetrie von ¢ benutzt.

Daher betrachten wir die folgende Variante von cp:

B 1
Ch(gh,up, vp) == §[Ch(gh, uy, Vi) — cn(8h, Vi, Up)). (3.59)
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Dann stimmen ¢&,, ¢, und ¢ auf V x X x X {berein und &, ist antisymmetrisch
beziiglich der beiden letzteren Argumente. Insofern lassen wir im Folgenden die Tilde
einfach weg und nehmen ¢, als antisymmetrisch an.

Sind dann Basen {vi(x)};_,, {qj(x)}j:1 von X, und @Qp gegeben, so gilt mit
gewissen Koeffizienten g, p; (vgl. [Gun02, S. 101f)):

K J
w(x) = Y Apvi(x), Pr(X) =Y 1jg;(x). (3.60)
k=1 Jj=1

Dann ist das diskrete Navier-Stokes-Problem (3.57) dquivalent zu dem nichtlinearen

Gleichungssystem
K K J
Do Aan(Vis vi) + D M AmCh (Vi Vi, Vi) + Y pibn(vi, ¢5) = In(v),
k=1 k,m=1 j=1

K
> Akbu(Vi, i) =0
k=1

(3.61)

firallel=1,..., Kundi=1,...,J.

3.2.2. Existenz und Eindeutigkeit der diskreten Losung

Wie im kontinuierlichen Fall sind auch fir das diskrete Problem zunéachst die Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung zu klaren. Dazu weisen wir die Koerzivitat von ay,

und die inf-sup-Bedingung fiir die Finite-Element-Raume X} und Q)p, nach.

Lemma 3.15. Fir alle h > 0 und vy, € Xy, gilt
an(Vi, vi) > v [valt, - (3.62)

Auferdem erfillt die Bilinearform by, die inf-sup-Bedingung: Es gibt ein 5 > 0, das

nicht von h abhdngt, sodass fiir alle h > 0 gilt

b
nf su n(Vihs dn) > B. (3.63)

i >
0 €Q\0} v, ex,\ {0y [Valip lanll L2
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Schlieflich ist Vi, # {0} und es gilt
Vi, = {vp, € X, s divy vy, = 0} (3.64)
Beweis. Es gilt fiir v, € X,

an(Vp, Vi) =v Z /Vvh Vv, = y/ Vipvy : Vpvy = V’Vh|1h (3.65)
TeT),

Um die inf-sup-Bedingung nachzuweisen, definieren wir einen Operator ﬂgR X = Xy,

(siehe [Ver98, S. 71-73]) durch

ﬁfFv dH™ Y, FeFy,

(mfRv) (x) = (3.66)

0, F e Fi\Fh.

Dadurch, dass ein v, € X} durch den Wert in xz schon bestimmt ist, ist ﬂ}?R

wohldefiniert. Der Operator ist aufgrund der Linearitéit des Integrals linear. Seien nun

v € X und ¢ € @y, beliebig. Da ¢, auf jedem T € 7T, stiickweise konstant ist, folgt

bh( v, qn) Z/ qp, div ( Tl'h Rv)

TeTh

quh/dlvwhv

TeTh

(3.67)

Nun ist ﬂ',(va fiir jedes T' € Ty, auf F' € Fr linear und wird somit durch Anwendung

der Mittelpunktsregel exakt integriert. Daher gilt

bn(miv,an) == > an | . /nTF v A
TeT,  \FeFr

(3.68)

TeT, FeFr

= — Z Qh(z |F|nr F - 7Th V(XF))
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

und mit dem Divergenzsatz folgt

bn(ms v,an) ==Y an | D /nTF v dH" 1)
FeFy

TeT
=— Z / qpn divv
o (3.69)
= bn(V,qn)
= b(v,qn)-
Aufgrund der Linearitdt von TI'SRV auf den Flachen F' € Fr eines Tetraeders T € T,
CR
ist der Gradient V (7r Py v) und damit auch die Ableitung in Normalenrichtung 87; LY

dort jeweils konstant. Wenden wir erneut die Mittelpunktsregel, den Dlvergenzsatz

und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, gilt auf einem Tetraeder T € T

CR CR
’ﬂ'h H () / V(w§Rv) : V(e Rv)
CR
= O, V) ARy ATt — / A(r$Rv) . wiRy
or  Onr T
_ Z 8(7TERV) / TFSRV dHTL*l
onrp Jr

FeFr

= 3 AT ) (R ) )

Fery OnTF

— 7Th V / dHn 1 (370)
Fe}" onr.p
— 8(7‘-ng) VdHn—l
or Onr
CR
= A7) vdn ! /A ailv) v
or Onr
= [ V(x$Bv): Vv
T
CR
< ’ﬂ'h V‘ 1(T)’ﬂ |V|H1(T)n
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
Summation iiber alle T' € T und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefern
2
CR CR CR
‘Wh V‘lh <> ‘Wh V‘Hlmn VIg gy < ‘Wh V‘lh Vg @ (3.71)
) T€7—h )
und damit
]nng\Lh < V] gy - (3.72)

Fiir das kontinuierliche Navier-Stokes-Problem gilt die inf-sup-Bedingung (Lemma
3.4). Es gibt also ein § > 0 mit

inf  sup bv. 9) > 3. (3.73)

9€Q\{0} vex (o} Vg 1l 2@) —

Sei nun g5 € Qp mit [|gn | 12(q) = 1. Wir kénnen ein v € X mit [v|y1 gy < 1 wéhlen,
sodass

b(v,qn) > 5. (3.74)

Mit (3.72) und (3.69) gilt also ‘ﬂ'gRV‘l . < 1 und damit

b (S8, 1)

Oy 2 b (75 v, an) = b(v,qn) = . (3.75)
b Vi

Damit ist die inf-sup-Bedingung auch fiir den diskreten Fall gezeigt. Fiir den Beweis
von Vj, # {0} sei auf [Ver98, S. 73] verwiesen. Die letzte Behauptung sehen wir wie
folgt ein: Sei v, € V4,. Dann ist auch v, € X}, und vy, ist stiickweise linear. Damit ist
divy, vj, auf jedem Tetraeder T € T}, konstant und es gilt zunichst divy v, € L?(Q).
Mit der Mittelpunktsregel folgt

Z/Tdivvh: Z Z /th.an

TeT TeTy FEFT

= > > |F|vp(xp) -npp (3.76)

TeT, FeFr

= > |Flvi-nplp(xp)+ Y |F|vp(xp) np=0.
FEFy, FEeF:\Fh
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Dabei bezeichnet [vj, - ng|, den Sprung der Normalenkomponente von v;, auf einer
Flache F' = T |Ts zwischen zwei Tetraedern 11, T» € Tj. Dieser ist nach Voraussetzung
im Schwerpunkt x der Fliache gerade gleich Null. Der letztere Summand verschwindet
ebenfalls nach Definition von Xj,. Somit gilt [, divy, v, = 0 und daher divy, vi, € Qp,

woraus folgt

0 = bp(vp,divy vy) = — Z /(divvh)2, (3.77)
=

also divy, v, = 0. Nehmen wir nun an, dass vy, € X3 und divvy, = 0. Dann ergibt
sich nach Multiplikation mit einem beliebigen q; € @}, Integration iiber T' € Tj, und

Summation

0=-> / qn div vy, = by (Vh, qn) (3.78)
Tet, T

und somit vy, € Vj,. ]

Bemerkung. Die inf-sup-Bedingung ist eine ,Vertraglichkeitsbedingung” an die Finite-
Element-Raume Xj und Qy,. Sie impliziert auch, dass der diskrete Divergenzoperator
stabil invertierbar ist, das heifit, dass das Problem by (vp, qn) = (¢, qn) 12 @) @ € Qn
stets eine Losung vy, € V}, besitzt mit (vgl. [Gun02, S. 103])

Valin < Cllall gy, C>0. (3.79)

Wie auch im kontinuierlichen Fall garantiert die inf-sup-Bedingung die Existenz
eines assoziierten Drucks py zu einem uy, € V},. Der folgende Satz weist die Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung des diskreten Navier-Stokes-Problems unter der be-
reits bekannten Bedingung an die Eingabedaten nach. Der Beweis ist analog zum

kontinuierlichen Fall. Die Stetigkeit von ay, by und ¢;, wird ebenso nachgewiesen.

Satz 3.16 (Existenz und Eindeutigkeit fir das diskrete Navier-Stokes-Problem). Sei-

en f € L?(Q)" und v > 0, sodass die folgende Bedingung erfiillt ist:

Ny 2], ,, < 1, (3.80)
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
wobei wir definieren

len(gh, un, vi)|

N =  sup , (3.81)
8h, up, V€V, |gh|1,h lup 1,h ‘Vh|1,h
f, Vi
I£, = sup D¥RIL2 (3.82)
VhEVR ’Vh‘l,h
Dann hat das diskrete Navier-Stokes-Problem
ah(uh, Vh) + ch(uh, uy, Vh) = lh(Vh) Vv, €V (383)

genau eine Losung wy, € Vi, und diese ist gleich dem Grenzwert der Folge (u}) " | in

Vi, definiert durch

ap(uf T vy) + e (W, uf vy) = 1(ve), v € Vi (3.84)

Bemerkung. Man kann zeigen, dass unter Voraussetzungen an die Approximationsei-
genschaften von X, und @), (diskrete Poincaré-Ungleichung) Ny, b0 N gilt (siehe
Girault und Raviart [GR79, S. 123]). Daher nehmen wir, falls nétig, implizit an, dass

h klein genug ist.

3.2.3. Fehlerabschatzungen

Aus Griinden der Ubersicht fassen wir die bisherigen Ergebnisse noch einmal zusam-

men:
1. ay ist koerziv und c; antisymmetrisch,
2. ap und by, sind stetig, ¢y, ist stetig mit der Konstante Ny,
3. es gilt die inf-sup-Bedingung fiir X} und Qp,

4. es existiert ein beschriankter linearer Operator Tl'}?Ri X — X}, sodass fir alle

an € Qp gilt by(v — 7 Rv, ) = 0.
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Weiter haben wir angenommen, dass

Nhl/_2 HfH*,h < <= 361 € (07 1) : Nhy—2 HfH*,h S 1- 61> (3 85)
Nv 2 |f|l, <1436 € (0,1) : Nv 2 |f||, <1— 6.

Die Fehlerterme der folgenden Lemmata bestehen aus mehreren Komponenten: Der
Approximationsfehler ‘u — ﬂ-gRu‘l,h entsteht durch die Diskretisierung von X durch
X}, und ist von der zu I6senden Gleichung unabhéngig, ebenso fiir QQ und @5, im zweiten
Term. Der Konsistenzfehler Ej im letzten Term entsteht durch die Diskretisierung
mit nichtkonformen Elementen. Mit G}, wird der Fehler bezeichnet, der durch die
nichtkonforme Approximation des nichtlinearen Terms der Navier-Stokes-Gleichungen
eingebracht wird.

Wir nehmen nun stets an, dass (u,p) € X x @ die eindeutige schwache Losung des
Navier-Stokes-Problems (3.9) und (up, pp) € Xp x @, die eindeutige Losung des dis-
kreten Navier-Stokes-Problems (3.57) bezeichnen. Aufierdem sind die vorkommenden
Konstanten C' unabhéngig von h. Die Beweise dieses und des darauffolgenden Lemmas
halten sich an [Han84, S. 87f], wo die analogen Abschétzungen fiir ein nichtkonformes

Rechteckelement hergeleitet werden.

Lemma 3.17. Mit den vorstehenden Resultaten und Annahmen gilt

1
CR .
[u =il < Cf ju—wfu] 4 inf p— gl (3.86)
+ l sup |Gh(u77"gRuth)| + l sup |Eh(uapa Vh)‘ ’
VvheXy |Vh|1,h VvpeXy |Vh’1,h
lp—pull2 <C|fu-— uh|1,h + qierg} lp — QhHL2(Q) (3.87)
+ sup |Gr(u,up, vy + sup |Enp(a,p, vy)| ‘
vreXy ‘Vh|1,h vreXp |Vh|1,h
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Dabei sind Gy, und Ey, definiert durch

Ep(u,p,vy) = ap(u,vp) + cp(a,u, vp) + bp(vy, p) — lh(vy), (3.88)

Gr(u,8h, va) = ch(u, 0, Vi) — ch(&h: 8hs Vi) (3.89)
Beweis. Nach Voraussetzung erfiillen uy und pj, die Gleichung
an(Un, Vi) + cn(Un, Un, Vi) + 0 (Vi, pr) = n(Va). (3.90)
Wir setzen vy, = uy, und erhalten wegen ¢ (up, up, up) = 0 und by, (up, pp) =0
ap(up,up) = lp(ap). (3.91)

Mit der Koerzivitat von aj und der Definition der Norm || - ||, ,, ergibt sich

In(up) < £l p

Uplyp < < 3.92
‘ ‘1,h v ‘uhll,h v ( )
Nach der Dreiecksungleichung gilt
CR CR
lu—uplyy, < ’u—ﬂ'h u‘Lh—k ’uh—ﬂ'h uj, (3.93)

also miissen wir noch den zweiten Term abschéatzen. Setze dazu wy, = uy, —ﬂ'gRu eV,
und auferdem
CR
R = ap(up, wp) — ap (7 u, wy,)

(3.94)

+ cp(up, up, wp) — ch(ngu, ﬂgRu, Wp).
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Daraus folgt mit der Antisymmetrie von ¢y, der Koerzivitdat von ay, der Definition

von Ny, Ungleichung (3.92) und der Annahme (3.85)

R = ap(wp, wp) + cp(Wp, up, wp)

2 2
2V ’Whh,h — Np, |U-h|1,h |Wh|1,h
Ny, ufu*ﬁ) (395)

2
>V ’Wh‘l,h (1 - 2

> 61w [whl, -
Mit (3.90) und der Definition von Ej, gilt aber auch

R = ln(wp) — bp(wh, pp) — an (75, wy,) — ¢ (7 u, 75, wy,)

= ap(u,wyp) + cp(u,u,wp) + bp(wp,p) — Ep(u,p, wp)

— ap (w5 Ra, wy) — op (a7 a, w,) — by, (wh, pr) (3.96)

= ap(u— w5 u, wy) + op(u, 0, wy) — ep () a, R, wy,)
+ bh(Wh,p - ph) - Eh(u’pv Wh)'
Da wy, € V}, gilt, ist by (wp, qn,) = 0 fiir beliebiges g, € Q. Also kénnen wir p;, durch

solch ein g, ersetzen und erhalten mit der Definition von Gy,

R = ap(u— 75, wy) + by (Wa, p — qn)

(3.97)
+ Gh(u7 WSRIL Wh) - Eh(uupu Wh)'
Insgesamt haben wir also
S walty, < ap(a — w5, wh) + by (Wi, p — qr)
+ Gh(ua WERU’ Wh) - Eh(uapa Wh)
(3.98)

< Chv ’u — ﬂ'gRu‘l , |wh|17h +Cs |Wh’1,h lp — QhHL2

+ Gp(u, 75 Ra, wy) — Ep(u,p, wy,).

Durch Einsetzen von wy,, Division und Ubergang zum Infimum (da ¢, € Qy, beliebig
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

war) beziehungsweise zu den Suprema iiber X}, ergibt sich

R 1
C CR :
— < — _ _ .
‘uh T} u‘Lh C ‘u T u ' + > thgfh llp Qh”LQ(Q) (3.99)
1 |Gh(u7 7‘% u, "h)| 1 |Eh(ll,p, i’h)‘
+ — sup + - sup ————+|,
VvreXy |Vh\1,h Vv,eXy, |Vh|1,h

wobei wir die Stetigkeit von ap und by ausgenutzt haben. In Verbindung mit der
Dreiecksungleichung (3.93) ist damit die Abschétzung (3.86) gezeigt. Fiir die zwei-
te Abschétzung (3.87) sei v, € X, beliebig. Dann gilt wieder mit (3.90) und der

Definition von FEj,

by (Vh,pn) = — an(ap, vi) — cp(up, up, vi) + h(vh)
= ap(u — uy, vy) +cp(u,u, vy) — cp(ug, up, vp) (3.100)

+ bh(vh7p) - Eh(uvpu Vh)'
Sei weiter g, € @, beliebig. Dann ergibt sich mit der Definition von Gy,
br(Vi, Pr—an) = ap(u—up, vi)+Gr(w, up, vi,) = Ep (0, p, Vi) +ba (Vi p—qn). (3.101)

Die diskrete inf-sup-Bedingung (3.63) liefert mit der Stetigkeit von aj und by,

1 br(Vh, Ph — Gn
I = gz < 5 sup P )
v

n€Xn ’Vh‘l,h
S Cllu—wlyy + llp = anll 2 (3.102)
G ) M E ) )
+ sup |Gh(u,up, vp)| b sup |En(u,p,vh)| 7
vir€Xp Vi 1,h vh€Xp ’Vh‘l,h

da (pp, — qn) € Qp. Mit der Dreiecksungleichung

Ip = pal 2y < P — aall 2y + Ilon — anll 2 (3.103)

folgt dann die Abschéitzung (3.87). O
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Um das Hauptergebnis dieses Abschnitts beweisen zu konnen, werden die Terme,

in denen Gj, und Ej vorkommen, nun einzeln abgeschétzt.

Lemma 3.18. Es seien auflerdem u € H*(Q)" und p € H* (). Dann gibt es eine

Konstante C' unabhdngig von h und u, sodass gilt

’Gh(uv WSR‘L Vh) ’

sup

< Chlu n n - 3.104
v EXy ‘Vh|17h | |H2(Q) ‘ |H1(Q) ( )

Weiter gibt es fiir jedes up € Xj, eine Konstante C' unabhdngig von h, u und uy,

sodass gilt

|G (u,up, vy)|

sup <Clu—wly, (Ml +uly,) - (3.105)

VhEXH ‘Vh|1,h

Auflerdem gibt es eine Konstante C' unabhdngig von h, sodass gilt

E
sup |En(u,p, vy)|

< Ch|Jul g2y ([l +7) +Ip . 3.106
vheX, ‘Vh|1,h U |H2(Q) (| ’HI(Q) ) ! ‘Hl(Q)} ( )

Beweis. Wir nutzen die folgenden Interpolationsabschétzungen (vgl. [CR73]):

‘V — ﬂng‘l e Ch|v|pz@qym v € H*(Q)",
’ (3.107)
‘V—ﬂ'gRV‘IhSC|V|H1(Q)n7 veX.

Seien u € X;, N H?(Q)" und vj, € X;,. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung

G, 7R, vi)| = [en(w,w,vi) = en (R, wf R, vi)| (3.108)

< ‘ch(u, u-— TI'ERU, Vh)‘ + ’ch(u — TFSRU, ﬂ'?LRu, vh)‘
< . CR ’ ‘ _ _CR ‘ ‘ CR ‘
< Clvalyy Du‘l,h ‘u I P L P L

< Chul g2y [l gy [Valyp, -

Division durch |vy|; ; und Ubergang zum Supremum iiber vy, € X}, ergibt dann die
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Abschéitzung (3.104). Sei weiter u, € Xj,. Es gilt ahnlich wie zuvor

|Gr(a,up, vi)| = |ep(u,u, vi) — ep(ug, up, vi)|

< [en(u,u — up, vp)| + |en(u — up, up, vp)|
(3.109)
< Cvalyy (Ju—nlyp fulyy, + [ = waly [l )

= C|valyp u—wlyy, ([l + [l )

Nach Definition von Ej und (3.90) gilt
Ep(u,p,vy) = ap(u—up, vy) +cp(u,a,vy) —cp(up, up, vi) +op (v, p—pp). (3.110)

Wegen u € H?(Q)" gilt Au € L?(Q)". Da wir vorausgesetzt haben, dass (u, p) € X xQ

die schwache Losung des Navier-Stokes-Problems ist, folgt
—vAu+u-Vu+Vp—-f=0. (3.111)

Aus der Definition von £} erhalten wir folglich durch Einsetzen, Anwendung des

Divergenzsatzes oder der partiellen Integration auf jedem 7' € T, und Umsortieren

Ep(u,p,vy) = Z /T(—yAu+u-Vu+Vp—f)~vh

TETh
ou

+VZ Z/ vy, A

TeT;, Ferp ' F alrlT,F

1
52 2 /[(u'nT,F)ll]'Vh dH" (3.112)

TeT, Ferr ' F
- > / pvh - npp AR

TeT, FeFr ¥

=04+ 1+ I, + Is.
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Es gelten (vgl. [CR73]) die Abschéitzungen

(L] < Chvfalge gy [Vhly (3.113)

(3] < Chlpl gy [Vhly - (3.114)

Gehen wir in (3.114) von p zu }7}';_; u;u; iiber, erhalten wir (vgl. [Han84, S. 87])

[I2| < Ch (Z uiuj’Hl(Q)) Valyn

ij=1 (3.115)
< Ch ‘u|H2(Q)" ’u‘Hl(Q)" |Vh‘1,h
und daraus folgt die Behauptung. O

Jetzt kann das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts bewiesen werden.

Satz 3.19. Sei Q) C R3 ein konvexes polyedrisches Lipschitz-Gebiet. Seien (u,p) €
X x Q die eindeutige schwache Losung des Navier-Stokes-Problems (3.9) und aufer-
dem (up, pp) € Xp X Qy, die eindeutige Losung des diskreten Navier-Stokes-Problems
(3.57). Weiter seienu € H?(Q)" undp € H*(Q). Dann gelten die Fehlerabschiitzungen

1 1 1
lu—uply ), < Ch ||ulyzqg)n > lul gy + v+ )T Pl |

| (3.116)
lp — ph“L?(Q) <C <|U|H2(Q)n , |U|H1(Q)n ) ’p|H1(Q) ) u) h.
sowie
LY 2

o —unll 2y < C ( [ulg2qyn s [ulgryn s Pl (o) - ) h (3.117)

Beweis. Zunéachst ergibt sich die Abschitzung

1 1 1

[u—uply, < Chlfulgagpn | o algugpn v+ )+ bl ) (3.118)

aus der Ungleichung (3.86), den Abschétzungen fiir G, (3.104) und E}, (3.106), den
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Interpolationsabschitzungen (3.107) und
inf |[p— %HL?(Q) <Ch |p‘H1(Q) , peHY(Q). (3.119)
qnEQn

Mit den Abschétzungen (3.87), (3.105) und (3.106) erhalten wir

Ip = palle < C| u= 1wl + hlplyo + o = wnly, ([l + [l )

(3.120)
<C

CR
lu—uplyy, (’u’Hl(ﬂ)” + ’“h T u‘l,h * 1)

+ R [uf g2y (’U\Hl(g)n + V) + 1 |pl e
Einsetzen von (3.99) und der bereits gezeigten Abschétzung fiir [u — uy|; , liefert

1

1 1
Ip = pall 2 < O (Ialaiaye |5 Nl + 2+ 5|+ Plincay

(\u|H1(Q)n + ‘uh - ﬂgRu‘l Lt 1)
’ (3.121)

+ |u|H2(Q)n (|u|H1(Q)n + l/) + |p|H1(Q)]

1
=C (|u’H2(Q)” sJal gy s Pl ) » V) h.

Fiir den Beweis der Abschitzung in der L?>-Norm (3.117) sei auf [DXS00, S. 146ff]

verwiesen. ]

Bemerkung. Fiir f € L2(Q)™ und ein konvexes polyedrisches Lipschitz-Gebiet 2 C R”
gilt: Jede schwache Losung (u, p) des Navier-Stokes-Problems ist in H2(Q)" x H'(Q)
(vgl. [Ver98, S. 113f]). Deswegen sind die Annahmen in Satz 3.19 gerechtfertigt.
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3.2.4. Der divergenzfreie Rekonstruktionsansatz

Wie bereits bemerkt, ist ein Crouzeix-Raviart-Element v, € V;, C X}, zwar diskret
divergenzfrei, aber nicht insgesamt divergenzfrei. Gegebenenfalls existiert noch nicht
einmal eine Divergenz in L2, es gilt also V}, ¢ H(div; Q). Dies duBert sich darin, dass
die obere Schranke fiir den Geschwindigkeitsfehler (Satz 3.19) offenbar von dem Druck
p abhingt. Den Grund dafiir sehen wir durch die folgenden Betrachtungen ein (siehe
dazu auch [Linl3, S. 6ff]).

Die schwache Formulierung des Navier-Stokes-Problems lautet wie in (3.7): Zu

gegebenem f € L%(Q)" finde u € X, p € Q, so dass fiir alle v € X, g € Q gilt

1//Vu:VV—l—/(u‘Vu)-v—/pdivv:/f-v,
Q Q Q Q

/ qgdiva = 0.
Q

Um das Geschwindigkeitsfeld u zu bestimmen, reicht es aus, das Problem (3.17) zu

(3.122)

l16sen: Finde u € V, sodass fiir alle v € V gilt

V/QVu:VV—F/Q(u-Vufv:/Qf‘V. (3.123)

Dann lisst sich p € Q wie in (3.20) bestimmen: Fiir alle v € V+ soll gelten

—/deiVV:/Qf-v—/Q(u-Vu)-V. (3.124)

Der Einfachheit halber nehmen wir nun u € L*®(2)" an, denn dann gilt auch
u-Vu e L2(Q)". In Abschnitt 2.3 wurde bereits festgestellt, dass ein divergenzfreies
Vektorfeld v € V und ein rotationsfreies Vektorfeld Vi), ¢ € L3(£2), orthogonal be-
ziiglich des L2-Skalarproduktes sind. Daher ist (3.123) dquivalent zu: Finde u € V,

sodass fiir alle v € V gilt

V/QVu:VV—I—/Q]P’(U-VU)-V:/QP(f)-V, (3.125)
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mit der in Abschnitt 2.3 eingefiihrten Helmholtz-Projektion P, die einem Vektorfeld
f € L2(2)™ den divergenzfreien Anteil w der Helmholtz-Zerlegung f = w + V4 von

f zuordnet. Gehen wir von f zu f + Vi iiber, so ergibt sich
V/ Vu:VV—F/IP’(u-Vu)'v:/P(f%—vw)'v
Q Q Q

:/QIP’(f)-v

fiir alle v € V. Trotz der Transformation des Gradientenanteils von f nach f — f4+ V1

(3.126)

bleibt das Geschwindigkeitsfeld u also gleich. Es gilt ndmlich nach dem Divergenzsatz

/Q(f+V¢)-v:/Qf~v+/QV1/J-v
:/Qf-v—/gwdivv—l—/m(v‘n)z/} dH" ! (3.127)

:/f-v
Q

und daher auch P(V) = 0. Wenden wir die Transformation auf das Problem (3.124)

an, erhalten wir fiir alle v e V+

_/deivv:/ﬂ(erVw)'V—/Q(“'vu)'v (3.128)

:—/Q@Ddivvjt/ﬂf-v—/ﬂ(u-Vu)~V.

Aus der Transformation f — f + Vi folgt also p — p + . Insgesamt bewirkt
die Transformation also eine Anderung der Losung geméif (u,p) — (u,p + v), das
heifit, dass die zusétzlich eingebrachte rotationsfreie Kraft V¢ in den Navier-Stokes-
Gleichungen durch den Druckgradienten Vp bilanziert wird.

Die hier vorgestellte Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen weist diese
Invarianz des Geschwindigkeitsfeldes allerdings nicht auf. Das diskrete Navier-Stokes-

Problem lautet: Finde uy, € V},, sodass fir alle v, € V}, gilt

VZ/TVuh:Vvh—i— Z/T(uh-Vuh)-vh: Z /Tf-vh. (3.129)

TeTh TeTh TeTh
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Wenden wir die Transformation der rechten Seite wie oben an, so ergibt sich

vy /TVuhZVVh-i- > /T(uh.vuh).vhz > /:F(f+V1p)-vh (3.130)

TeT, TeT, TeTy,
=> /f-vh~|— > /w~vh.
TETh T TeTh T

Auf den letzteren Summanden wenden wir nun den Divergenzsatz an. Wir erhalten,

da (divvy)|r = 0 wegen vy, € V}, gilt

2 /va'vh == 2 /deiv"ﬁ > /T div (Yvp) (3.131)

TeTh TET;, TET,
=y / div (¢vy,)
Te7, ' T
= Z / W}Vh'nF]F d’Hn_l—F Z /@ZJVh-IlF d?‘ln_l.
FeFy, F FE}—;:\]‘—;L F

Die Randintegrale verschwinden im Allgemeinen nicht, da fiir das Crouzeix-Raviart-
Element der Sprung auf einer Fliache F' € F}, nur im Schwerpunkt xr in jedem Fall
verschwindet. Daher ist das diskrete Navier-Stokes-Problem (3.129) nicht dquivalent

zu: Finde uy, € V}, sodass fiir alle vy, € Vj, gilt

v Z /TVuh:Vvh—i— Z /TIP’(uh-Vuh)-vh: Z /T]P’(f)-vh. (3.132)

TeTh TeTh TeTh

Die Diskretisierung erhélt also nicht die Trennung von divergenzfreien und rotations-
freien Kréaften, die das kontinuierliche Problem aufweist. Daher ist die obere Schranke
des Geschwindigkeitsfehlers abhéngig von dem Druck p und die Methode liefert unter
Umsténden ein insofern der zugrunde liegenden Physik nicht entsprechendes Ergebnis.

ﬁT eingefiithrt, der einem

Im Folgenden wird daher ein Rekonstruktionsoperator m

diskret divergenzfreien Vektorfeld ein echt divergenzfreies Vektorfeld zuweist. Dann
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Abbildung 1: Fiir das Raviart-Thomas-Element ist die Normalkomponente (x—xr)-ng jeweils
konstant

gilt ndmlich wie im kontinuierlichen Fall (vgl. [Lin13, S. 8])

/ f iy, = / P(f) - wilvy,,
Q Q

(3.133)
/(uh'VUh)'"ETVhI/P(uh'vuh)'ﬂ'ETVh-
Q Q

Dazu definieren wir den Raum der Raviart- Thomas-Elemente niedrigster Ordnung

durch

b
RT), := {Vh S LQ(Q)TL : Vh’T(X) =ar + ;T(X — XT), TeT,, ar e R”, by € R,
[Vh . nF] (XF) =0VF e Fy, (3.134)

Vh(XF) np=0VF e F;\fh}

Zunéchst ist zu bemerken, dass auf jeder Flache ' € Fr eines Tetraeders T € T, die
Normalkomponente v, (x) - ng eines Elements v;, € RT}, fiir jedes x € F' konstant ist,

denn fiir x € F ist (x — x7) - np konstant (siehe Abbildung 1). Also gilt

b
vi(x) -np = |ap + %(x —x7)| -np
:aT-anrb;T(x—xTynF (3.135)

= const.

Weiterhin gilt nach Definition auch [v;, - ng] (xr) = 0. Da, wie eben gesehen, die

Normalkomponente konstant auf einer Fliche ist, gilt somit auch [v;, - ng] (x) = 0 fir
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

alle x € F. Insofern sind die Normalkomponenten von vy, auf den Fliachen F € Fj,
stetig, weshalb RT}, C H(div; Q) gilt (vgl. [BF9I1, S. 95]).

Der Rekonstruktionsoperator TrffT : X U X}, — RT}, ist dann definiert durch
|—}w| Jpv-np dH" !, FeFy,

RT

ng - (7'rh v) (xp) == (3.136)

0, F e f;:\]:h

Die Normalkomponente eines Elements 7r Ty auf einer Fliche F € F, entspricht also
genau dem Mittelwert der Normalkomponente von v auf F'.

Fiir einen gegebenen Tetraeder T' € T, miissen die Parameter ar € R, by € R
bestimmt werden. Offenbar reicht es aus, dies fiir die Basiselemente von X}, zu tun, da
ein v, € X}, ja als Linearkombination dieser Basiselemente dargestellt werden kann.

Es sei (¢;) eine Basis von X}, und 7RT ¢, = ag + 2 L (x — x7). Zunéchst wihlen wir
br = div¢;, (3.137)

denn dann gilt

3
0
divrit o, = ?T z:: 92r (zx) = by = div ¢;. (3.138)

Aufgrund der Linearitét von ¢; ist div ¢p; konstant. Also gilt unter Anwendung des

Divergenzsatzes und der Mittelpunktsregel

divqbi:ulw/ div ¢;
Z /¢ npp dH" ! = |T\ > |F|¢i(xk) - nrF.

FE]—' FeFr

(3.139)

Um ar zu berechnen, sehen wir zunéchst ein, dass xp = ﬁ Jpx fir jedes T € Ty,
gilt. Da jeder Tetraeder T' durch eine affine Transformation in den Tetraeder Ty mit

den Eckpunkten (0,0,0)7, (1,0,0)7, (0,1,0)” und (0,0,1)7 iiberfiihrt werden kann,
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

wird die Aussage nur fiir diesen nachgewiesen. Es gilt

1 L T dzs das d Lo
Tl Tox—m)/o /0 /0 (x1,22,23)" dwg dro x1_1(7 )T = xg,.
(3.140)
Daraus folgt durch Einsetzen, dass
1
ar = */ Th i (3.141)
T Jr

Mit der Produktregel gilt fiir jede Komponente j =1,...,3

j 1 J 1 . 1 4
j_ RT .}/ _ 1 . i RT .\ i 4 RT,
arp = |T/T(Trh ¢z) =7 /T div (x ™ ¢1) 7|T] Ta: dive, ¢;.  (3.142)

Wie schon bemerkt, sind div WETQSZ- und die Normalkomponente auf einer Flache eines

Tetraeders konstant. Wir erhalten mit dem Divergenzsatz und der Mittelpunktsregel

. 1 , .
al = m Z (/ il g, - nr g dH"_1> — x7 div TR P,
F
L | | (3.143)
= > (IFIxmfT e nrr) = divyT e,
’T‘ FeFr
Daher folgt mit (3.138) und (3.139), dass
1
aTrT = m Z ’F’ d)i(XF) : nT,F(XF - XT). (3144)
FeFr
Durch die Wahl der Parameter gilt insbesondere fiir alle v, € V},
div iy, = divy, vi. (3.145)

Ein diskret divergenzfreies Vektorfeld wird also durch den Rekonstruktionsoperator
WET auf ein divergenzfreies Vektorfeld abgebildet. Daher gelten die Gleichungen
(3.133) und es ist zu erwarten, dass die obere Schranke an den Geschwindigkeitsfehler

nicht mehr vom Druck abhéngt.
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3. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Bemerkung. Fiir die Diskretisierung des Stokes-Problems mit dem Rekonstruktions-
operator wird eine verbesserte Fehlerabschitzung in [Linl3, S. 14] gezeigt. Das Stokes-

Problem lautet: Finde (up,pn) € Xp X Qp, sodass fir alle (vy, qn) € Xp X Qp gilt

1// Viuy : Vyvy — / pp divy v = / f-ﬂEth,
@ “ @ (3.146)

—/ qhdivhuh =0.
Q

Gilt nun fiir die Losung (u,p) € H2(Q)" x H(f), dann gelten fiir die diskrete Losung
(up, pp) € X x Qy, die Fehlerabschéatzungen

lu—upl;, < Chlulyzgyn
bl ) (3.147)

1P = Prll o) < Ch (V uf g2 gyn + \P’Hl(g)) :

Durch den Rekonstruktionsoperator wird also im Vergleich zur klassischen Crouzeix-
Raviart-Diskretisierung wie erwartet die obere Schranke an den Geschwindigkeitsfeh-

ler von der Norm des Drucks p entkoppelt.
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4. Implementierung und Studie des numerischen

Verfahrens

Um die Verfahren und die theoretisch hergeleiteten Fehlerabschiatzungen numerisch zu
iiberpriifen, sollen nun die Ergebnisse einiger Beispiele vorgestellt werden. Die Beispie-
le sind dabei iiberwiegend so konstruiert, dass die exakte Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen bekannt ist und so mit der numerisch berechneten Losung verglichen
werden kann. Die Programmierung beider Verfahren erfolgte in C++ unter Benutzung
der Bibliothek PDELIB2.! Diese stellt unter anderem Routinen zur Ansteuerung von
Gittergeneratoren, Gewichte numerischer Quadraturformeln und ein Werkzeug zur
graphischen Anzeige des Geschwindigkeitsfeldes sowie des Drucks zur Verfiigung. Zur
Losung von linearen Gleichungssystemen wurde PARDISO? verwendet.

Die Implementierung sowohl der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung als
auch der modifizierten Diskretisierung mit dem Rekonstruktionsoperator folgen dem-
selben groben Ablauf: Assemblierung der Steifigkeitsmatrix, Assemblierung der rech-
ten Seite, Losung des Gleichungssystems und Berechnung der Fehlernormen. Zur
Losung des in (3.61) bereits vorgestellten nichtlinearen Gleichungssystems setzen wir
die Picard-Iteration ein. Der Ablauf des Programms ist in Algorithmus 1 dargestellt.
Der Programmcode befindet sich auszugsweise in Anhang A.

Der nichtlineare Term u - Vu wird in der Rotationsform diskretisiert. Diese beruht
auf der Vektoridentitét

u-VuE(qu)xu—i—%V(u'u). (4.1)

'URL: https://www.wias-berlin.de/software/pdelib/ (Zuletzt abgerufen am 23.09.2013)
2URL: http://www.pardiso-project.org/ (Zuletzt abgerufen am 23.09.2013)
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Algorithmus 1 Numerische Losung der Navier-Stokes-Gleichungen

© 00 N O Utk W N

NN N = = = = = e e e
N R O © 00 N O O i W N~ O

23
24

naot — 3|F5|+ITil

SMat <= MATRIX(ndof,Ndof)

RHS - VECTOR(ngof)

for all T € T, do — Assemblierung der Stokes-Matrix
Bestimme Koeffizienten ag, by, ck, di der linearen Basisfunktionen ¢, auf T’
Assembliere den Laplace- und Divergenzoperator sowie den Druckgradienten
Assembliere die rechte Seite

end for

for all F' € F;\F} do — Assemblierung der Randwerte
RHS(F) « HﬂfFu dH !

end for

Lése lineares Gleichungssystem SMat - (u)), p?)? = RHS

for i<+ 1,...,imax do — Picard-Iteration
NIMat + SMat
for all T € 7;, do

Assembliere nichtlinearen Term in NIMat mithilfe uz_l
end for
Lése lineares Gleichungssystem NIMat - (u?, pi )7 = RHS
Berechne nichtlineares Residuum r
if r < €y then — Abbruchbedingung fiir die Picard-Iteration
break

end if
1+—1+1

end for

25 pp < Pn — fQ Ph — Normierung des diskreten Drucks

26

Berechne Fehlernormen [u — uy|, 5, [0 — up|z2q)n, 1P = phllr2q)

Setzen wir den Bernoulli-Druck P := p + %u - u, dann lauten die Navier-Stokes-

Gleichungen aquivalent

—vAu+ (Vxu)xu+ VP =H{,
(4.2)

divu = 0.

Fir das Crouzeix-Raviart-Element wird der nichtlineare Term dann diskretisiert als

/Q ((Vh x uh) x u;;l) SV (4.3)
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4. Implementierung und Studie des numerischen Verfahrens

und im Falle der Diskretisierung mit dem Rekonstruktionsoperator als

/Q ((Vh x uh) x u;;l) i Ty, (4.4)

Daher wird bei Verwendung des Rekonstruktionsoperators sowohl die rechte Seite als

auch die Steifigkeitsmatrix modifiziert.

4.1. Beispiel 1: Ethier/Steinman-Benchmark

Fiir das erste Testbeispiel sei 2 := [0,1]3. Das Geschwindigkeitsfeld u sei wie folgt

gewéhlt:
bea(z—z)+b(y—z) _ aea(z—y)—i—b(w—y)

u(z,y,2) = [ betv—2)+b(z=) _ gealz=2)+bly=2) | | (4.5)

bea(z_y)'i_b(x_y) — aea(y_x)"’_b(z_x)

mit a := % und b := %. Der Druck p ist definiert durch
p(x, Y, z) = (QQ + b2 + ab) (e“(ff*y)er(fE*Z) + ea(yfz)er(yf:p) + ea(zfx)er(zfy)) ) (46)

Der Bernoulli-Druck berechnet sich dann nach P := p + $u - u. Damit P € L3(Q)
gilt, definieren wir P := P — [, P. Fiir alle Randflichen F € F;\F}, setzen wir die
inhomogenen Dirichletrandwerte ﬁ Jru dH™! fest. Die rechte Seite f der Navier-

Stokes-Gleichungen wird dann geméf
f:=—vAu+(Vxu) xu+VP (4.7)

berechnet. Nach Konstruktion gilt auch divu = 0. Da diese Losung (u, p) der Navier-
Stokes-Gleichungen hinreichend glatt ist, entspricht sie auch der schwachen Losung,
welche eine zwar physikalisch nicht unbedingt realistische, aber dennoch echt dreidi-
mensionale Stromung darstellt, die sich daher gut zum Test der numerischen Methoden
eignet (vgl. [ES94]). AuBerdem gilt offenbar u ¢ X und p € Qp, sodass auch die

Approximationseigenschaften der Diskretisierung untersucht werden kénnen.
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Ndof

|u——uhhﬁ

[u— uhHL2(Q)”

1P = phll 120

25976
56 155
120493
249418

1.3372808 - 10°
1.0456448 - 109
8.1603062 - 101
6.4155673 - 101

3.9197849 - 1072
2.4360342 - 102
1.5083601 - 102
9.4273099 - 1073

1.6259071 - 10"
1.6248562 - 101
1.6243178 - 10!
1.6240242 - 10!

Tabelle 1: Beispiel 1 (Ethier/Steinman-Benchmark), v = 1. Numerischer Fehler bei der Losung
des Stokes-Problems mit der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung

Ndof

|u—uh|1,h

[ —upll 20y

lp _thLQ(Q)

25976
56 155
120493
249418

1.5633007 - 10°
1.2312312 - 10
9.6576696 - 10!
7.5592956 - 101

4.7869196 - 10~2
2.9986576 - 1072
1.8557660 - 1072
1.1476220 - 1072

1.6257882 - 101
1.6248323 - 10!
1.6243007 - 101
1.6240062 - 10"

Tabelle 2: Beispiel 1 (Ethier/Steinman-Benchmark), v = 1. Numerischer Fehler bei der Lo-
sung des Stokes-Problems mit der Crouzeix-Raviart-Diskretisierung und dem Re-
konstruktionsoperator

Ndof

|u——uhhﬁ

lu = up |l r2q)n

1P = phll 1200

25976
56 155
120493
249418

3.4204201 - 10°
2.7448915 - 10°
2.1571423 - 10°
1.7169442 - 109

1.3600756 - 10~*
8.5532553 - 1072
5.3893717 - 1072
3.4050907 - 1072

1.9696821 - 10*
2.0126041 - 10!
2.0436042 - 10"
2.0645710 - 10!

Tabelle 3: Beispiel 1 (Ethier/Steinman-Benchmark), v = 1. Numerischer Fehler bei der Losung
des Navier-Stokes-Problems mit der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung

Ndof

|u—uh]17h

[u— uhHL2(n)n

1P = pall 20

25976
56 155
120493
249418

1.5624752 - 10°
1.2313692 - 109
9.6581003 - 10!
7.5584558 - 101

4.7834258 - 1072
2.9969292 - 102
1.8552319 - 102
1.1468962 - 102

2.1003972 - 10!
2.1051351 - 10!
2.1078946 - 10!
2.1094342 - 10!

Tabelle 4: Beispiel 1 (Ethier /Steinman-Benchmark), v = 1. Numerischer Fehler bei der Losung
des Navier-Stokes-Problems mit der Crouzeix-Raviart-Diskretisierung und dem

Rekonstruktionsoperator
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4. Implementierung und Studie des numerischen Verfahrens

Abbildung 2: Triangulierung von € = [0, 1]3 mit nq.f = 249418

Die numerischen Ergebnisse sind fiir v = 1 und das Stokes- wie auch das Navier-
Stokes-Problem jeweils unter Verwendung der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskreti-
sierung respektive der Diskretisierung mit dem Rekonstruktionsoperator fiir vier Git-
terweiten in den Tabellen 1-4 dargestellt. Die Zahl der Freiheitsgrade ngor ist hier ein
MaSf fiir die Feinheit des Gitters. Das feinste verwendete Gitter ist in Abbildung 2
dargestellt. Angegeben werden der Geschwindigkeitsfehler in der diskreten H'- wie
auch der L?-Norm sowie der Druckfehler in der L?-Norm.

Zunéchst fallt auf, dass bei der Lésung des Stokes-Problems die Ergebnisse von
klassischer Crouzeix-Raviart-Diskretisierung und der Diskretisierung mit dem Re-
konstruktionsoperator vergleichbar sind. Bei der Losung des Navier-Stokes-Problems
jedoch zeigen sich deutliche Vorteile fiir die Diskretisierung mit dem Rekonstrukti-
onsoperator, so ist der Geschwindigkeitsfehler in beiden Normen im Vergleich zu der
klassischen Diskretisierung mindestens halbiert. Der Druckfehler ist in allen Féllen
absolut gesehen recht hoch, da der Druck ja durch auf jedem Tetraeder konstante
Funktionen approximiert wird. Da die exakte Losung p jedoch ein exponentielles

Verhalten hat, ist dies nachvollziehbar.
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1015 \\\\\\‘ \\\\HE 10715 \\\\\\‘ \\\\HE

[~ | S_\ [ |

< B 1 < - ]
ERN | = *
I L N IS (Ul
= I 3 | I ]
— i - i y
10—1 | [ 10—3 | [

10* 10° 106 10* 10° 106

Ndof Ndof

(b) Geschwindigkeitsfehler in
L?>-Norm. mcr = —0.63,
MRT — —0.63

(a) Geschwindigkeitsfehler in
H'-Norm. mcr = —0.32,
MRT — —0.32

Abbildung 3: Geschwindigkeitsfehler fiir das Beispiel 1 bei der Losung des Stokes-Problems
mit v = 1 in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade.
x Crouzeix-Raviart, + Crouzeix-Raviart mit Rekonstruktionsoperator

1012 \\\\\\\ \\\\\E 1()0E \\\\\\\ \\\\\E

[~ | 5\ [ |

< - \ 1 < - ]
ER =R *
= 100 T 1 5 107t
= [ 3 | [ ]
— i -1 i y
10—1 | [ 10—2 | [

104 10° 106 104 10° 106

Ndof Ndof

(b) Geschwindigkeitsfehler in
LZ—NOI‘m. mcr = 70.61,
MRT — —0.63

(a) Geschwindigkeitsfehler in
H'-Norm. mcr = —0.30,
MRT = —0.32

Abbildung 4: Geschwindigkeitsfehler fiir das Beispiel 1 bei der Losung des Navier-Stokes-
Problems mit v = 1 in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade.
x Crouzeix-Raviart, + Crouzeix-Raviart mit Rekonstruktionsoperator
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In Abbildung 3 werden die Geschwindigkeitsfehler |u — |, in der diskreten
H'-Norm und |[p — pp|| 2(q) in der L?-Norm der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskre-
tisierung und der Diskretisierung mit dem Rekonstruktionsoperator fiir das Stokes-
Problem miteinander verglichen, fiir das Navier-Stokes-Problem in Abbildung 4. Dabei
zeigt sich anndhernd die optimale Konvergenzordnung. Bei der Diskretisierung des
Navier-Stokes-Problems liefert die Methode mit Rekonstruktionsoperator ein leicht

besseres Ergebnis als das klassische Verfahren. Da im dreidimensionalen Fall gilt

1

~h, 4.8
Indof (48)

liegt die optimale Konvergenzordnung beziiglich der Anzahl der Freiheitsgrade ngoefiir
die diskrete H'-Norm bei % und fiir die L?-Norm bei % Insofern zeigen beide Metho-
den das gewiinschte Verhalten, mit Vorteilen fiir die Diskretisierung mit Rekonstruk-

tionsoperator im nichtlinearen Fall.

4.2. Beispiel 2: Rotierendes Geschwindigkeitsfeld

Es sei wieder Q := [0, 1]3. Wir verwenden dieselben Triangulierungen von € wie im

ersten Beispiel und definieren die exakte Losung (u, p) durch

£(2,y,2)
u(z,y,z) =V x| &,y 2) |
(4.9)
§(z,y,2)
p(:L“,y,Z) = :L,3 +y3 +Z3 - Z?

mit £(x,y, 2) == 22(1 — 2)%y%(1 — y)222(1 — 2)%. Als Rotation eines Vektorfeldes ist
u divergenzfrei. Weiter gilt u|sq = 0. Fiir das Navier-Stokes-Problem verwenden wir
den Bernoulli-Druck P := p + %u -u, den wir durch P = P — Jo P normieren.

In Abbildung 5 sind die numerisch berechneten Geschwindigkeitsfehler fiir das

feinste Gitter dargestellt. Fiir v = 1 liefern sowohl die klassische Crouzeix-Raviart-
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(a) Crouzeix-Raviart-Diskretisierung, (b) Crouzeix-Raviart-Diskretisierung,
v=1 v=10"3

(c) Diskretisierung mit Rekonstruktions- (d) Diskretisierung mit Rekonstruktions-
operator, v = 1 operator, v = 1073

Abbildung 5: Numerisch berechnete Geschwindigkeitsfelder des Navier-Stokes-Problems aus
Beispiel 2 mit ngor = 249418

Diskretisierung als auch die modifizierte Diskretisierung das charakteristische rotie-
rende Geschwindigkeitsfeld. Im Fall v = 1072 zeigt sich allerdings der klare Vorteil
der Diskretisierung mit dem Rekonstruktionsoperator. Dem klassischen Verfahren
gelingt es nicht, trotz des Auftretens der zusétzlichen rotationsfreien Krafte noch eine
zufriedenstellende Approximation der analytischen Lésung zu liefern. Die modifizierte

Methode produziert dagegen ein optisch nicht von dem Fall v = 1 unterscheidbares
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Abbildung 6: Geschwindigkeits- und Druckfehler fiir das Beispiel 2 bei der Losung des Navier-
Stokes-Problems mit v = 1 in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade.
x Crouzeix-Raviart, + Crouzeix-Raviart mit Rekonstruktionsoperator

Ergebnis. Der Blick auf die in Tabelle 5-8 dargestellten numerischen Ergebnisse besté-
tigt diesen Eindruck. Der Geschwindigkeitsfehler ist fiir ¥ = 1 bei der Diskretisierung
mit dem Rekonstruktionsoperator bis zu zwei Ordnungen geringer als bei der klassi-
schen Diskretisierung. Setzt man v = 1073, steigt der Geschwindigkeitsfehler bei der
Crouzeix-Raviart-Diskretisierung dramatisch an und macht das Ergebnis unbrauchbar.
Fir das modifizierte Verfahren dagegen ist der Fehler, wie aufgrund der verbesserten
Fehlerabschiatzung (3.147) fiir das Stokes-Problem bereits erhofft, praktisch mit dem
des Falls v = 1 identisch. Die Abbildungen 6 und 7 zeigen die anndhernd optimalen

Konvergenzordnungen beider Verfahren in Geschwindigkeits- und Druckfehler.
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Abbildung 7: Geschwindigkeits- und Druckfehler fiir das Beispiel 2 bei der Losung des Navier-
Stokes-Problems mit v = 1072 in Abhingigkeit von der Anzahl der Freiheits-
grade. x Crouzeix-Raviart, + Crouzeix-Raviart mit Rekonstruktionsoperator
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4. Implementierung und Studie des numerischen Verfahrens

Ndof

|U—uﬂm

lu = upl p2q)n

P = pnll2(e)

25976
56 155
120493
249418

6.5313689 - 102
5.1329663 - 102
4.0551737 - 1072
3.1876175- 1072

2.7695580 - 103
1.7049588 - 103
1.0619385 - 1073
6.5401257 - 10~*

6.5343524 - 1072
4.9222816 - 1072
3.6991735 - 1072
2.8440758 - 1072

Tabelle 5: Beispiel 2, ¥ = 1. Numerischer Fehler bei der Losung des Navier-Stokes-Problems

mit der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung

Ndof |u*uh|1,h ||u*uh||L2(Q)n HP*Z%HU(Q)
25976  6.5305919 - 101  2.7696122-10°  6.5344682 - 102
56155 5.1322299 - 101 1.7049040 - 10°  4.9223808 - 102

120493  4.0547056 - 10 1.0619362 - 10°  3.6991948 - 102
249418 3.1870573 - 101  6.5393078 - 1071 2.8440239 - 102

Tabelle 6: Beispiel 2, v = 1073. Numerischer Fehler bei der Losung des Navier-Stokes-

Problems mit der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung

Ndof

|u_uh|17h

o — |2 (0n

lp —thL2(Q)

25976
56 155
120493
249418

1.7866391 - 1073
1.4105785 - 1073
1.1015270 - 1073
8.7011644 - 10~4

5.3232360 - 107°
3.3485314 - 107°
2.0547718 - 1075
1.2795294 - 10~°

5.6610101 - 102
4.3471206 - 1072
3.3549421 - 102
2.6207321 - 1072

Tabelle 7: Beispiel 2, v = 1. Numerischer Fehler bei der Losung des Navier-Stokes-Problems
mit der Crouzeix-Raviart-Diskretisierung und dem Rekonstruktionsoperator

Ndof

|u—uh|1,h

u— uhHL?(Q)n

1P = phllr2e0)

25976
56 155
120493
249418

1.7864985 - 1073
1.4105453 - 1073
1.1015272 - 1073
8.7012367 - 1074

5.3212168 - 107°
3.3482173 - 107°
2.0547513 - 107°
1.2796006 - 10~°

5.6608884 - 1072
4.3470295 - 1072
3.3548754 - 1072
2.6206838 - 1072

Tabelle 8: Beispiel 2, v = 1073.

rator
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4. Implementierung und Studie des numerischen Verfahrens

<2 8&60e-01]

Abbildung 8: Triangulierung des dreieckigen Rohrs mit n4or = 229 126

4.3. Beispiel 3: Rohrstromung

Im folgenden Beispiel soll die Strémung einer Fliissigkeit durch ein Rohr untersucht
werden, dessen Querschnittsfliche ein gleichseitiges Dreieck ist. Dabei handelt es
sich um eine Abwandlung der bekannten Hagen-Poiseuille-Stromung. Das feinste
verwendete Gitter ist in Abbildung 8 dargestellt. Die Losung (u, p) ist gegeben durch
u(z,y, z) == (1 - 92% — 6v/32® — 9y + 18v3zy?) - (0,0,1)7,
(4.10)
p(z,y,z) := 18 — 362.

Die mithilfe der Diskretisierung mit dem Rekonstruktionsoperator berechnete Lo-
sung uy, ist in Abbildung 10 dargestellt. Hier zeigt sich deutlich das quadratische,
von z unabhangige Profil des Geschwindigkeitsfeldes und der dreieckige Querschnitt
des Rohres. In Abbildung 11 wird der diskrete Druck pp visualisiert. Zu erkennen
ist der Verlauf des Drucks zwischen dem Einfluss bei z = 0 und dem Ausfluss bei
z = 1 sowie das sich bei kleiner werdender Viskositdt dndernde Druckprofil. Die in
den Tabellen 9-12 angegebenen numerischen Ergebnisse zeigen wiederum die Uberle-

genheit der Diskretisierung mit dem Rekonstruktionsoperator im Vergleich mit der
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(c) Druckfehler in L2?-Norm.
mer = —0.50,
MRT = —0.50

Abbildung 9: Geschwindigkeits- und Druckfehler fiir das Beispiel 3 bei der Losung des Navier-
Stokes-Problems mit v = 1 in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade.

x Crouzeix-Raviart,

klassischen Methode, bei der der Fehler in

Crouzeix-Raviart mit Rekonstruktionsoperator

der diskreten H!-Norm bei kleinerem v

stark ansteigt. Fir v = 1 zeigt die Abbildung 9 fiir beide Verfahren die optimale

Konvergenzordnung des Geschwindigkeitsfehlers, Abbildung 12 illustriert das deutlich

bessere Abschneiden der modifizierten Methode bei v = 1072. Zu bemerken ist weiter,

dass die Konvergenzordnung des Druckfehlers fiir dieses Beispiel in beiden Féllen

sogar hoher ausfillt als theoretisch zu erwarten wére.

62



4. Implementierung und Studie des numerischen Verfahrens

y
L +04
L +02
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(a) Durchsicht auf der y-z-Ebene
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02z
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(b) Durchsicht auf der z-y-Ebene

Abbildung 10: Numerisch berechnetes Geschwindigkeitsfeld des Navier-Stokes-Problems aus
Beispiel 3 mit ngor = 229 126. Diskretisierung mit Rekonstruktionsoperator
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4. Implementierung und Studie des numerischen Verfahrens

(a) v = 1. Isoflichen bei p, = —15,-10,...,10,15

(b) v = 1072. Schnittebene bei z = 0

Abbildung 11: Numerisch berechnete Druckfelder (Bernoulli-Druck) des Navier-Stokes-
Problems aus Beispiel 3 mit nqor = 229 126. Diskretisierung mit Rekonstruk-
tionsoperator
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Abbildung 12: Geschwindigkeits- und Druckfehler fiir das Beispiel 3 bei der Losung des Navier-
Stokes-Problems mit ¥ = 102 in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheits-
grade.

x Crouzeix-Raviart, + Crouzeix-Raviart mit Rekonstruktionsoperator
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4. Implementierung und Studie des numerischen Verfahrens

Ndof lu— gl la—unllo e NP = pull 20

26137 8.0595407 - 10! 2.7585566- 1072 8.8801597 - 10—+
55872 6.2591662- 10! 1.6679021-1072 5.9248083- 107!
112602 4.9915348-10~' 1.0660510 - 1072 4.2867492 - 10!
220126 3.9232660- 10! 6.5822745-107% 2.9835113- 107!

Tabelle 9: Beispiel 3, ¥ = 1. Numerischer Fehler bei der Losung des Navier-Stokes-Problems
mit der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung

Ndof |u*uh|1,h ||u*uh||L2(Q)n HP*Z%HU(Q)

26137 2.3470447 -10°  7.7464235-1072 5.0659625 - 102
55872 1.8437065-10° 4.7716597-1072 3.4135785 - 1072
112602 1.4744359-10° 3.0444367-102 2.3646370 - 102
220126 1.1797430-10° 1.9365210-10"2 1.6385955- 1072

Tabelle 10: Beispiel 3, v = 10~2. Numerischer Fehler bei der Lésung des Navier-Stokes-
Problems mit der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung

Ndof lu— Uh|17h u - UhHL2(Q)n lp— thL2(Q)

26137 8.0567995-10~1 2.7577202-102 8.8846777 - 10"
55872 6.2570071-10~1 1.6675345-1072 5.9266696 - 10~
112602 4.9903309 - 10~'  1.0659869 - 1072  4.2879877 - 10~}
229126 3.9215468 - 1071 6.5798799 - 10~3 2.9841285 - 10—+

Tabelle 11: Beispiel 3, v = 1. Numerischer Fehler bei der Losung des Navier-Stokes-Problems
mit der Crouzeix-Raviart-Diskretisierung und dem Rekonstruktionsoperator

Ndof lu— gl la—unll2on NP = pallr2 (o

26137 8.3834886 - 10! 2.7296393-10"2 2.5077503 - 1072
55872 6.5883181-10"1 1.6586110-10"2 1.7870420 102
112602 5.0338410-10~' 1.0338704 - 1072 1.3256489 - 102
229126 3.9360166 - 10~'  6.3585453 - 1073  1.0070856 - 102

Tabelle 12: Beispiel 3, v = 10~2. Numerischer Fehler bei der Losung des Navier-Stokes-
Problems mit der Crouzeix-Raviart-Diskretisierung und dem Rekonstruktions-
operator
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4. Implementierung und Studie des numerischen Verfahrens
4.4. Beispiel 4: Lid-driven cavity

Das letzte Beispiel ist eine Stromung, die vollstdndig iiber die Randbedingungen de-
finiert ist, es gilt also f = 0. Wir betrachten das Gebiet 2 := [0,1]> und nehmen
homogene Dirichletrandwerte an. Fiir z = 1 setzen wir u = (1,0,0)%. Die Fliissigkeit
wird am oberen Rand des Wiirfels also gleichméfig in Bewegung versetzt. Der nicht-
lineare Term in Rotationsform (V x u) x u hat hier sowohl einen divergenzfreien als
auch einen rotationsfreien Anteil aus der Helmholtz-Zerlegung, wovon der letztere
fiir Probleme bei der Verwendung des klassischen Crouzeix-Raviart-Elements zur Dis-
kretisierung sorgen kénnte. Man beachte auch, dass aufgrund der Randbedingungen
u ¢ H(Q)" gilt. Wir untersuchen dieses Beispiel dennoch, da es ein in der {ibrigen
Literatur weit verbreitetes Beispiel zum Test von numerischen Verfahren zur Lésung
der Navier-Stokes-Gleichungen ist. Da keine analytische Losung verfiigbar ist, tiber-
priifen wir die Methoden neben der optischen Kontrolle auch durch den Vergleich der
L?-Norm des Geschwindigkeitsfeldes. Dazu berechnen wir eine diskrete Losung des
Problems und deren L2-Norm zusétzlich mithilfe des Softwarepakets FENICS®. Der
Python-Programmcode befindet sich in Anhang A.

In Abbildung 13 zeigt sich das fir dieses Beispiel typische Geschwindigkeitsfeld,
das hier der Ubersicht halber jeweils nur auf den drei Ebenen z = 1, y = 1 und
z = 1 zu sehen ist. Dem optischen Eindruck nach scheinen beide Methoden ein gutes
Ergebnis zu liefern. So verschiebt sich der Mittelpunkt des priméren Wirbels bei kleiner
werdendem v und bei v = 1072 sind Ansitze der typischen kleinen Wirbel zu sehen.
Das auf dem feinsten Gitter berechnete Druckfeld zeigt Abbildung 14. Zumindest
fiir v = 1 und v = 107! scheint die in den Tabellen 13 und 14 angegebene L?-Norm
des Geschwindigkeitsfeldes gegen einen Wert von etwa 0.231 zu konvergieren. Diese
GroBenordnung wird durch das FEN1CS-Programm auch bestétigt (Tabelle 15). Somit
ist anzunehmen, dass die Implementierung beider Verfahren keinen prinzipiellen Fehler
aufweist. Im Falle von v = 1072 ist zu beriicksichtigen, dass hier das nichtlineare

Gleichungssystem in beiden Féllen nur bis auf ein nichtlineares Residuum in der

3URL: http://fenicsproject.org/ (Zuletzt abgerufen am 25.09.2013)
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ndof  |[Wnllpz(o)n naof  [anllg2n
25976 2.2984766-10~! 25976 2.2780290 - 107!
56155 2.3014658 - 10! 56155 2.2876801- 107!
120493 2.3068052- 107! 120493 2.2986813 - 10!
249418 2.3133194-10~! 249418 2.3079324 - 107!
(a)v=1 (b) v =10"1

Tabelle 13: Beispiel 4 (Lid-driven cavity). L?-Norm des Geschwindigkeitsfeldes bei der Lésung
des Navier-Stokes-Problems mit der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung

Ndof [y, ||L2(Q)n Ndof ([ HL2(Q)n
25976 2.2988024-10~! 25976 2.2965361 - 101
56155 2.3015817-10"1 56155 2.2995361 - 10!
120493 2.3068123-10"1 120493 2.3053511-10"1
249418 2.3133650- 1071 249418 2.3123708 - 101

(a)v=1 (b) v=10""1

Tabelle 14: Beispiel 4 (Lid-driven cavity). L2-Norm des Geschwindigkeitsfeldes bei der Lésung
des Navier-Stokes-Problems mit der Crouzeix-Raviart-Diskretisierung und dem
Rekonstruktionsoperator

Ndof [anl 20y Ndof lanll g2 qyn
22656 2.8761054-10~1 22656 2.8751972-10!
43800 2.6938405-10~! 43800 2.6915761-10~!

118776 2.4943598 - 10~!1 118776 2.4913852-10~!
250776 2.3977305- 1071 250776 2.3948387 10!
(a)v=1 (b) v=10"1

Tabelle 15: Beispiel 4 (Lid-driven cavity). L?-Norm des Geschwindigkeitsfeldes bei der Lésung
des Navier-Stokes-Problems mit FENICS

GroBenordnung von 1072 gelést wurde, was die diskrete Losung unbrauchbar werden
lisst. In den anderen Fillen wurde das Residuum bis auf maximal 10~12 reduziert.
Fiir kleine v ist die Picard-Iteration offenbar ungeeignet und man miisste entweder ein
anderes Verfahren zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems anwenden oder
vielleicht sogar die dominante Konvektion stabilisieren. Abbildung 15 zeigt zumindest
fiir v = 10~! wieder die typische Uberlegenheit des modifizierten Verfahrens gegeniiber

der klassischen Crouzeix-Raviart-Diskretisierung.
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(c) Diskretisierung mit Rekonstruktions- (d) Diskretisierung mit Rekonstruktions-
operator, v =1 operator, v = 1072

Abbildung 13: Numerisch berechnete Geschwindigkeitsfelder des Navier-Stokes-Problems aus
Beispiel 4 (Lid-driven cavity) mit n4os = 249418
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(a) v=1 (b) v =102

Abbildung 14: Numerisch berechnete Druckfelder des Navier-Stokes-Problems aus Beispiel 4
mit ngor = 249418. Klassische Crouzeix-Raviart-Diskretisierung
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(a) v=1 (b) v =10"1

Abbildung 15: Beispiel 4 (Lid-driven cavity). L?-Norm der diskreten Losung uy, in Abhingig-

keit von der Anzahl der Freiheitsgrade.
—— Crouzeix-Raviart, —— Crouzeix-Raviart mit Rekonstruktionsoperator
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5. Fazit und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine gemischte Diskretisierung der stationdren inkom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen vorgestellt. Aulerdem wurde eine divergenzfreie
Rekonstruktion présentiert, die den Geschwindigkeitsfehler von der Kopplung an den
Druck befreit, welche bei der Approximation der Lésung mit dem klassischen Crouzeix-
Raviart-Element auftritt. Die Resultate der numerischen Studie zeigen deutlich, dass
das modifizierte Verfahren mit dem Rekonstruktionsoperator fiir eine kleine kinema-
tische Viskositit v die Stromung wesentlich besser approximiert als die klassische
Methode. Ubertragen auf die Simulation eines physikalischen Modells bedeutet dies,
dass die neue Methode die Simulation mancher Anwendungen erst sinnvoll méglich
macht.

Die Ergebnisse legen auflerdem fiir die divergenzfreie Rekonstruktion eine qua-
dratische Konvergenz des Geschwindigkeitsfehlers in der L?-Norm nahe. Um eine
entsprechende Fehlerabschétzung zu beweisen, miissten allerdings umfassende theore-
tische Betrachtungen unternommen werden. Gegebenenfalls wire auch der Gebrauch
eines anderen finiten Elements ratsam, fiir das sich die Fehlerabschétzung leichter
beweisen lasst (vgl. [Linl3, S. 16]). Zudem wére zunédchst eine Fehlerabschidtzung
des Konsistenzfehlers vonndten, um zumindest eine lineare Konvergenz wie fiir die
Rekonstruktion im Falle des Stokes-Problems zu zeigen.

Eine weitere mogliche Verbesserung stellt die Verwendung des Newton-Verfahrens
anstelle der Picard-Iteration zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems dar, das
allerdings einen erhohten implementativen Aufwand mit sich bringt. Insgesamt kann
die hier vorliegende Implementierung sicherlich noch an einigen Stellen verbessert

werden, um eine Steigerung der Effizienz des Programms zu erreichen. Zur Losung
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5. Fazit und Ausblick

komplexerer Probleme, die die Kopplung der Navier-Stokes-Gleichungen mit weiteren
partiellen Differentialgleichungen erfordern, ist das vorliegende Programm aber eine
gute Ausgangsbasis.

Ebenfalls von Interesse ist gewiss die Erweiterung des numerischen Verfahrens auf
die instationdren Navier-Stokes-Gleichungen, um eine zeitlich variierende Stréomung
simulieren zu kénnen. Dazu wire die Idee der divergenzfreien Rekonstruktion auf
bereits existierende Verfahren zur Losung des instationdren Problems zu iibertragen.

Alles in allem ist festzuhalten, dass eine vielseitig einsetzbare Methode zur diver-
genzfreien Losung der Navier-Stokes-Gleichungen fraglos noch einige Entwicklung
bendtigen wird. Das hier vorgestellte Verfahren stellt aber einen sehr vielversprechen-

den Ansatz dar.
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A. Quelltexte

Listing A.1: C4++-Programmcode (Auszug) des Hauptprogramms

#include <pdelib2/pdelib2.h>
// #include ...

// define ezact solutions for testing purposes

double u(double x, double y, double z, int problemId);

double v(double x, double y, double z, int problemId);

double w(double x, double y, double z, int problemId);

double ux(double x, double y, double z, int problemId);

double uy(double x, double y, double z, int problemId);

double uz(double x, double y, double z, int problemId);

double vx(double x, double y, double z, int problemId);

double vy(double x, double y, double z, int problemId);

double vz(double x, double y, double z, int problemId);

double wx(double x, double y, double z, int problemId);

double wy(double x, double y, double z, int problemId);

double wz(double x, double y, double z, int problemId);

double p(double x, double y, double z, double nu, bool nonlinearMode, int problemId);
double f1(double x, double y, double z, double nu, bool nonlinearMode, int problemId);
double f2(double x, double y, double z, double nu, bool nonlinearMode, int problemId);
double f3(double x, double y, double z, double nu, bool nonlinearMode, int problemId);

void copyMatrix(const Ptr< VMatrix<double> > mtx, VMatrix<double >& cpmtx) ;

double computeResiduumLlnorm(const Ptr< VMatrix <double> > a,
const Ptr<DArrayl> x, const Ptr<DArrayl> b,
const Ptr<IArrayl> isPenalizedDOF, double penalty) {
double linorm;
double bi;
double w;
int n;
int i;
int j;
int iaCnt;
linorm = 0.0;
n = a->nrow();
for (i = 1; i <= n; ++i) {
if (IA1(isPenalizedDOF, i))
w = 1.0 / penalty;
else
w=1.0;
bi = w * DA1(b, 1i);
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42 for (iaCnt = IA1(a->crs->IA, i); iaCnt < IA1(a->crs->IA, i + 1); ++iaCnt)
43 j = IA1(a->crs->JA, iaCnt);

44 bi -= w * DAl(a->crs->A, iaCnt) * DA1(x, j);

45 }

46 linorm += fabs(bi);

47 }

48 return linorm;

49

50

51 void getCR_BaseFuncs(const IArray2& simplex2faces, const IArray2& face2nodes,
52 const Ptr<DArrayl> NX, const Ptr<DArrayl> NY,

53 const Ptr<DArrayl> NZ, int i,

54 DArrayl& phi_as, DArrayl& phi_bs,

55 DArrayl& phi_cs, DArrayl& phi_ds) {

56 DArrayl& nx = NX;

57 DArrayl& ny = NY;

58 DArrayl& nz = NZ;

59 Ptr<IArrayl> IPiv = new IArrayl(4);

60 Ptr<DArray2> PhiMat = new DArray2(4, 4);
61 DArray2& phi_mat = PhiMat;

62 DArrayl phi_sol(4);

63 int fal = simplex2faces(i, 1);

64 /7 [...]

65 double fmplx = (nx(face2nodes(fal, 1)) + nx(face2nodes(fal, 2))
66 + nx(face2nodes(fal, 3))) / 3.0;

67 double fmply = (ny(face2nodes(fal, 1)) + ny(face2nodes(fal, 2))
68 + ny(face2nodes(fal, 3))) / 3.0;

69 double fmplz = (nz(face2nodes(fal, 1)) + nz(face2nodes(fal, 2))
70 + nz(face2nodes(fal, 3))) / 3.0;

71 /L]

72 phi_mat(1, 1) =1
73 phi_mat(2, 1) = 1;
74 phi_mat(3, 1) = 1;
75 phi_mat(4, 1) =1
76 phi_mat(1, 2) = fmplx;

7 phi_mat(2, 2) = fmp2x;

78 phi_mat(3, 2) = fmp3x;

79 phi_mat(4, 2) = fmp4x;

80 /L]

81 // Calculate lu decomposition of local matriz

82 matlu(phi_mat, IPiv);

83 matsolv(phi_mat, IPiv, phi_sol, dail(l, 0, 0, 0));
84 phi_as(1) = phi_sol(1);

85 phi_bs(1) = phi_sol(2);

86 phi_cs(1) phi_sol(3);

87 phi_ds(1) = phi_sol(4);

88 matsolv(phi_mat, IPiv, phi_sol, dal(0, 1, 0, 0));

89 /7 L]

9 7}

91

92 void reconst_CR_BaseFuncs(IArray2& simplex2nodes, IArray2& simplex2faces,
93 IArray2& face2nodes,

94 const Ptr<DArrayl> NX, const Ptr<DArrayil> NY,
95 const Ptr<DArrayl> NZ,
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96 const Ptr<DArrayl> TetVols, int tetIndex, int ii,

97 int direction,

98 DArrayl& phi_bs, DArrayl& phi_cs, DArrayl& phi_ds,
99 double& aTx, double& aTy, double& aTz, double& cT) {
100 // i1 is the index for the local face in the tetrahedron

101 DArrayl& nx = NX;

102 DArrayl& ny = NY;

103 DArrayl& nz = NZ;

104 DArrayl& tetvols = TetVols;
105 IArrayl le(4);

106 int fal = simplex2faces(tetIndex, 1);
107 /L]

108 le(1) = fail;

109 /7 L]

110 int nl = simplex2nodes(tetIndex, 1);
111 |

112 double xbcs = (nx(n1l) + nx(n2) + nx(n3) + nx(n4)) / 4.0;
113 /L]

114 double xa = nx(face2nodes(le(ii), 1));
115 double ya = ny(face2nodes(le(ii), 1));
116 double za = nz(face2nodes(le(ii), 1));
117 /7 L]

118 double fmpx = (xa + xb + xc) / 3;

119 double fmpy = (ya + yb + yc) / 3;

120 double fmpz = (za + zb + zc) / 3;

121 // compute face area: 1/2 * norm(cross(p(1)-p(2), p(1)-p(3)), 2)

122 // double sigma = ...

123 // compute mormal to face

124 double nsigmax = ((ya - yb) * (za - zc) - (za - zb) * (ya - yc)) / (2 * sigma);
125 double nsigmay = ((za - zb) * (xa - xc) - (xa - xb) * (za - zc)) / (2 * sigma);
126 double nsigmaz = ((xa - xb) * (ya - yc) - (ya - yb) * (xa - xc)) / (2 * sigma);

127 // get right orientation of face normal

128 if (((fmpx - xbcs) * nsigmax + (fmpy - ybcs) * nsigmay

129 + (fmpz - zbcs) * nsigmaz) < 0.0) {

130 nsigmax = -nsigmax;

131 nsigmay = -nsigmay;

132 nsigmaz = -nsigmaz;

133 }

134 if (direction == 1) { // z-direction

135 aTx = 1.0 / tetvols(tetIndex) * sigma * nsigmax * (fmpx - xbcs);
136 aTy = 1.0 / tetvols(tetIndex) * sigma * nsigmax * (fmpy - ybcs);
137 aTz = 1.0 / tetvols(tetIndex) * sigma * nsigmax * (fmpz - zbcs);
138 cT = phi_bs(ii) / 3; // cT is 1/3 of the div. of hat func. (0, 1)
139 }

140 else if (direction == 2) { // y-direction

141 aTx = 1.0 / tetvols(tetIndex) * sigma * nsigmay * (fmpx - xbcs);
142 Zaem

143 cT = phi_cs(ii) / 3;

144 }

145 else { // z-direction

146 /7 L]

147 }

148 }

149
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150 void run(double nu, Ptr<Grid> g,

151 Ptr<QuadratureFormula> QF, Ptr<QuadratureFormula> QF_bnd,

152 int isRTOmode, bool nonlinearMode, int maxIts, double damping, int problemId,
153 FILE* out, FILE* outVelo, FILE* outPress,

154 Ptr< GLViewer2 > veloviewer, Ptr< GLViewer2 > pressviewer) {

155 // exztract data from quadrature formulas

156 Ptr<DArray2> QMat = QF->getPoints();

157 Ptr<DArrayl> WS = QF->getWeights();

158 Ptr<DArray2> QMat_bnd = QF_bnd->getPoints();

159 Ptr<DArrayl> WS_bnd = QF_bnd->getWeights();

160 // for the 3D nonlinear assembly we’ll need a quadrature formula

161 // on tetrahedra with order 2

162 Ptr<QuadratureFormula> QF_nl = qfFindOrder (egTETRAHEDRON, 2, (char*) ("bary"));
163 Ptr<DArray2> QMat_nl = QF_nl->getPoints();

164 Ptr<DArrayl> WS_nl = QF_nl->getWeights();

165 gPrepareFaces(g); // prepare face degrees of freedom
166 int facenum;
167 int tetnum;

168 facenum = gNElements(g, gFace); // #faces of the tetrahedra
169 tetnum = gNElements(g, gCell); // #tetrahedra

170 int nodenum = gNElements(g, gNode);

171 int bfacenum = gNElements(g, gBFace);

172 // value for Dirichlet penalty parameter

173 const double penalty = 1.0e30;

174 // number of dof for crouzeiz-raviart

175 int dofnum = 3 * facenum + tetnum;

176 // create sparse matriz for incompressible Stokes equations

177 Ptr< VMatrix <double> > Mat = new VMatrix <double> (dofnum, dofnum);
178 VMatrix <double>& mat = Mat; // now we can write mat(i, j) instead of (*Mat) (i, j)
179 // create sparse matriz for nmonlinear iteration

180 Ptr< VMatrix <double> > Nlmtx;

181 for (int i = 1; i <= dofnum; ++i)

182 mat(i, i) = 0.0; // set pivot elements

183 // create RHS wector

184 Ptr<DArrayl> Rhs = new DArrayl(dofnum) ;
185 DArrayl& rhs = Rhs;

186 vset (0.0, Rhs);

187 Ptr<DArrayl> Sol = new DArrayl(dofnum) ;
188 DArrayl& sol = Sol;

189 // references to further objects
190 DArray2& gmat = QMat; // now we can write gmat(%,7)
191 DArrayl& ws = WS; // now we can write ws(%,7)

192 int gN = da2NRow(QMat) ;

193 DArray2& gmat_bnd = QMat_bnd; // now we can write gmat_bnd(%,j)
194 DArrayl& ws_bnd = WS_bnd; // now we can write ws_bnd (%, 7)
195 int gN_bnd = da2NRow(QMat_bnd) ;

196 DArray2& gmat_nl = QMat_nl;

197 DArrayl& ws_nl = WS_nl;

198 int gN_nl = da2NRow(QMat_nl);

199 // exztract adjacency data from grid

200 TIArray2& simplex2nodes = gCellNodes(g);

201 IArray2%& bface2nodes = gBFaceNodes(g);

202 TArray2& simplex2edges = gCellEdges(g);

203 TArray2& edge2nodes = gEdgeNodes(g);
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204 IArray2& bface2edges = gBFaceEdges(g);

205 IArray2%& simplex2faces = gCellFaces(g);

206 TArray2& face2nodes = gFaceNodes(g);

207 IArray2& bface2faces = gBFaceFaces(g);

208 // create nxz, ny, nz as columnviews of coordinate array
209 Ptr<DArray2> Coord = gCoord(g);

210 Ptr<DArrayl> NX = da2Col(Coord, 1);

211 DArrayl& nx = NX;

212 Ptr<DArrayl> NY = da2Col(Coord, 2);

213 DArrayl& ny = NY;

214 Ptr<DArrayl> NZ = da2Col(Coord, 3);

215 DArrayl& mnz = NZ;

216 Ptr<DArrayl> TetVols = new DArrayl(tetnum);
217 DArrayl& tetvols = TetVols;

218 // create array of tetrahedra volumes
219 for (int i = 1; i <= tetnum; i++) {
220 int nl = simplex2nodes(i, 1);

221 int n2 = simplex2nodes(i, 2);

222 int n3 = simplex2nodes(i, 3);

223 int n4 = simplex2nodes(i, 4);

224 double dx12 = nx(nl) - nx(n2);

225 double dy12 = ny(nl) - ny(n2);

226 double dz12 = nz(nl) - nz(n2);

227 double dx13 = nx(nl1) - nx(n3);

228 /7 L]

229 // double det = ...

230 if (det < 0.0)

231 det = -det;

232 tetvols(i) = det;

233 } // end for(i)

234 // array for penalization information of DOFs

235 Ptr<IArrayl> IsPenalizedDOF = new IArrayl(dofnum);
236 IArrayl& isPenalizedDOF = IsPenalizedDOF;

237 for (int i = 1; i <= dofnum; ++i) {
238 isPenalizedDOF(i) = 0;

239 } // end for(i)

240 for (int i = 1; i <= bfacenum; ++i) {
241 int e = bface2faces(i, 1);

242 isPenalizedDOF(e) = 1;

243 isPenalizedDOF (facenum + e) = 1;

244 isPenalizedDOF(2 * facenum + e) = 1;
245 } // end for(i)

246 // create arrays for local use

247 Ptr<DArray2> PhiMat = new DArray2(4, 4);
248 Ptr<IArrayl> IPiv = new IArrayl(4);
249 DArrayl phi_sol(4);

250 DArrayl phi_as(4);

251 DArrayl phi_bs(4);

252 DArrayl phi_cs(4);

253 DArrayl phi_ds(4);

254 IArrayl le(4);

255 // Stokes assembly loop

256 for (int i = 1; i <= tetnum; ++i) {
257 int fal = simplex2faces(i, 1);
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258 /7 L]

259 int nl = simplex2nodes(i, 1);

260 aem

261 getCR_BaseFuncs(simplex2faces, face2nodes,

262 NX, NY, NZ, i, phi_as, phi_bs, phi_cs, phi_ds);

263 le(1) = fal;

264 /7 L]

265 // assembly of the Laplacian operator

266 for (int ii = 1; ii <= 4; ++ii)

267 for (int jj = 1; jj <= 4; ++jj) {

268 mat(le(jj), le(ii)) += nu * (tetvols(i) * (phi_bs(ii) * phi_bs(jj)

269 + phi_cs(ii) * phi_cs(jj)

270 + phi_ds(ii) * phi_ds(jj)));

271 mat (facenum + le(jj), facenum + le(ii))

272 += nu * (tetvols(i) * (phi_bs(ii) * phi_bs(jj)

273 + phi_cs(ii) * phi_cs(jj)
274 + phi_ds(ii) * phi_ds(jj)));
275 mat(2 * facenum + le(jj), 2 * facenum + le(ii))

276 += nu * (tetvols(i) * (phi_bs(ii) * phi_bs(jj)
277 + phi_cs(ii) * phi_cs(jj)
278 + phi_ds(ii) * phi_ds(jj)));
279 } // end for(jj)

280 // assembly of the divergence and the pressure gradient operators

281 for (int ii = 1; ii <= 4; ++ii) {

282 // (~u_z, q)

283 mat(3 * facenum + i, le(ii)) += tetvols(i) * (-phi_bs(ii));

284 mat(le(ii), 3 * facenum + i) += tetvols(i) * (-phi_bs(ii));

285 /7 (-v_y, q)

286 mat(3 * facenum + i, facenum + le(ii)) += tetvols(i) * (-phi_cs(ii));

287 mat (facenum + le(ii), 3 * facenum + i) += tetvols(i) * (-phi_cs(ii));

288 // (~u_z, q)

289 mat(3 * facenum + i, 2 * facenum + le(ii)) += tetvols(i) * (-phi_ds(ii));
290 mat(2 * facenum + le(ii), 3 * facenum + i) += tetvols(i) * (-phi_ds(ii));
291 } // end for(ii)

292 // assembly of the right hand side

293 if (!isRTOmode) {

294 for (int qi = 1; gi <= gN; qi++) {

295 double x1 = gmat(qi, 1) * nx(nl) + gmat(qi, 2) * nx(n2)

296 + gmat(qi, 3) * nx(n3) + gmat(qi, 4) * nx(n4);

297 double yl = gmat(qi, 1) * ny(nl) + gmat(qi, 2) * ny(n2)

298 + gmat(qi, 3) * ny(n3) + gmat(qi, 4) * ny(nd);

299 double zl = gmat(qi, 1) * nz(nl) + gmat(qi, 2) * nz(n2)

300 + gmat(qi, 3) * nz(n3) + gmat(qi, 4) * nz(n4);

301 double we = tetvols(i) * ws(qi);

302 for (int ii = 1; ii <= 4; ++ii) {

303 rhs(le(ii)) += we * f1(x1l, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)

304 * (phi_as(ii) + x1 * phi_bs(ii)

305 + yl * phi_cs(ii) + 2zl * phi_ds(ii));

306 rhs(facenum + le(ii)) += we * f2(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
307 * (phi_as(ii) + x1 * phi_bs(ii)

308 + yl * phi_cs(ii) + 2zl * phi_ds(ii));

309 rhs(2 * facenum + le(ii)) += we

310 * £3(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
311 * (phi_as(ii) + x1 * phi_bs(ii)
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+ yl * phi_cs(ii) + z1 * phi_ds(ii));

} // end for(ii)
} // end for(gi)
} // end if (!isRTOmode)
// RTO reconstruction of the form v = a_T + c_.T (z - x_T)
if (isRTOmode) {
// barycenter for RTO reconstruction
double xbcs = (nx(nl1) + nx(n2) + nx(n3) + nx(m4)) / 4.0;
double ybecs = (ny(nl) + ny(n2) + ny(n3) + ny(n4d)) / 4.0;
double zbcs (nz(nl1l) + nz(n2) + nz(n3) + nz(n4)) / 4.0
// declare aTz, aTy, aTz, cT ..
for (int qi = 1; qi <= gN; qi++) {
double x1 = gmat(qi, 1) * nx(nl) + gmat(qi, 2) * nx(n2)
+ gmat(qi, 3) * nx(n3) + gmat(qi, 4) * nx(n4d);

)

e
for (int ii = 1; ii <= 4; ++ii) {
// reconstruct degree of freedom in z-direction

reconst_CR_BaseFuncs(simplex2nodes, simplex2faces, face2nodes, NX, NY, NZ,

TetVols, i, ii, 1, phi_bs, phi_cs, phi_ds,
aTx, aTy, aTz, cT);
rhs(le(ii)) += tetvols(i) * ws(qi)
* (f1(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTx + cT * (x1 - xbcs))
+ £2(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTy + cT * (yl - ybcs))
+ £3(x1l, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTz + cT * (z1 - zbcs)));
// reconstruct degree of freedom in y-direction

reconst_CR_BaseFuncs(simplex2nodes, simplex2faces, face2nodes, NX, NY, NZ,

TetVols, i, ii, 2, phi_bs, phi_cs, phi_ds,
aTx, aTy, aTz, cT);
rhs(facenum + le(ii)) += tetvols(i) * ws(qi)
* (f1(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTx + cT * (x1 - xbcs))
+ £2(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTy + cT * (yl - ybcs))
+ £3(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTz + cT * (z1 - zbcs)));
// reconstruct degree of freedom in z-direction

reconst_CR_BaseFuncs(simplex2nodes, simplex2faces, face2nodes, NX, NY, NZ,

TetVols, i, ii, 3, phi_bs, phi_cs, phi_ds,
aTx, aTy, aTz, cT);
rhs(2 * facenum + le(ii)) += tetvols(i) * ws(qi)
* (f1(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTx + cT * (x1 - xbcs))
+ f2(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTy + cT * (yl - ybcs))
+ £3(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
* (aTz + cT * (z1 - zbcs)));
} // end for(ii)
} // end for(q)
} // end if (isRTOmode)
} // end for(int i=1; i <= tetnum; ++i)
// assembly of the boundary behavior using penalty
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for (int i = 1; i <= bfacenum; i++) {
int f = bface2faces(i, 1);
int nl1 = face2nodes(f, 1);
/7 [ ]
for (int gqi = 1; qi <= gN_bnd; ++qi) {
double x1 = gmat_bnd(qi, 1) * nx(nl) + gmat_bnd(qi, 2) * nx(n2)
+ gmat_bnd(qi, 3) * nx(n3);
double yl = gmat_bnd(qi, 1) * ny(nl) + gmat_bnd(qi, 2) * ny(n2)
+ gmat_bnd(qi, 3) * ny(n3);
double zl = gmat_bnd(qi, 1) * nz(nl) + gmat_bnd(qi, 2) * nz(n2)
+ gmat_bnd(qi, 3) * nz(n3);
faceavgU += ws_bnd(qi) * u(xl, yl, zl, problemId);
faceavgV += ws_bnd(qi) * v(xl, yl, zl, problemId);
faceavgW += ws_bnd(qi) * w(xl, yl, zl, problemId);
} // end for(qi)
mat (f, f) += penalty;
mat (facenum + f, facenum + f) += penalty;
mat(2 * facenum + f, 2 * facenum + f) += penalty;
rhs(f) += faceavgU * penalty;
rhs(facenum + f) += faceavgV * penalty;
rhs(2 * facenum + f) += faceavgW * penalty;
Y // end for(i)
// fiz one pressure dof
mat(3 * facenum + 1, 3 * facenum + 1) += -penalty;
isPenalizedDOF (3 * facenum + 1) = 1;
// Stokes assembly finished
// Flush matriz, t.e. transform from resizeable assembly structure
// to actual crs format for solver
Mat->flush();
// Here begins the nonlinear iteration
Ptr<DArrayl> BestSol = new DArrayl(dofnum) ;
DArrayl& bestSol = BestSol;
double reslinorm;
double oldReslinorm 0.0;
double minResllnorm = -1.0;
double resContraction;
const double nonlinearItEps = 1.0e-20;
int its; // nonlinear iterations
bool isConverged = false;

for (its = 1; (!isConverged) && (its == 1 || nonlinearMode)
&& (its <= maxIts); ++its) {
Nlmtx = 0;

Nlmtx = new VMatrix<double>(dofnum, dofnum);
VMatrix <double>& nlmtx = Nlmtx;
copyMatrix(Mat, Nlmtx);
// begin assemble nonlinearity
if (its > 1 && nonlinearMode) {
// assemble nonlinear Navier-Stokes term in rotational form
// for a Picard iteration
for (int i = 1; i <= tetnum; ++i) {
int fal = simplex2faces(i, 1);
7|
getCR_BaseFuncs(simplex2faces, face2nodes,
NX, NY, NZ, i, phi_as, phi_bs, phi_cs, phi_ds);
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le(1) =

A. Quelltexte

fal;

7|

// CR function given by: (au + bu T + cu y + du 2z,

/7

av +bvz +tcvy +dvz, awtbwae +tcwy + dw 2) T

// declare and initialize wvariables ...
for (int ii = 1; ii <= 4; ++ii) {

au +=
bu +=
cu +=
du +=
av +=

/7L

sol(le(ii)) * phi_as(ii);

sol(le(ii)) * phi_bs(ii);
sol(le(ii)) * phi_cs(ii);
sol(le(ii)) * phi_ds(ii);
sol(facenum + le(ii)) * phi_as(ii);
J

} // end for(ii)
if (isRTOmode == 0) {

int nil

/7L

= simplex2nodes(i, 1);

J

for (int ii = 1; ii <= 4; ++ii) {

for (int jj = 1; jj <= 4; ++jj) {
for (int gp = 1; gp <= gN_nl; ++qp) {
double x1 = nx(nl) * gmat_nl(gp, 1) + nx(n2) * gmat_nl(qp, 2)
+ nx(n3) * gmat_nl(qp, 3) + nx(n4) * gmat_nl(gp, 4);
/7 L]
double ugp = au + bu * x1 + cu * yl + du * zl;
double vgp = av + bv * x1 + cv * yl + dv * z1;
double wgp = aw + bw * x1 + cw * yl + dw * zl;
double psi_gp = phi_as(ii) + phi_bs(ii) * x1
+ phi_cs(ii) * yl + phi_ds(ii) * zl1;
double we = tetvols(i) * ws_nl(qgp);
double a2 = phi_bs(jj);
double a3 = phi_cs(jj);
double a4 = phi_ds(jj);
nlmtx(le(ii), le(jj)) += we *
( wgqp * a4 * psi_gp + (-vgp) * (-a3) * psi_qgp );
nlmtx(facenum + le(ii), le(jj)) += we *
( ugp * (-a3) * psi_gp );
nlmtx(2 * facenum + le(ii), le(jj)) += we *
( (-ugp) * a4 * psi_gp );
nlmtx(le(ii), facenum + le(jj)) += we *
( (-vgp) * a2 * psi_gp );
nlmtx(facenum + le(ii), facenum + le(jj)) += we *
( (-wgp) * (-a4) * psi_qp + ugp * a2 * psi_qgp );
nlmtx(2 * facenum + le(ii), facenum + le(jj)) += we *
( vgp * (-a4) * psi_qgp );
nlmtx(le(ii), 2 * facenum + le(jj)) += we *
( wgp * (-a2) * psi_gp );
nlmtx(facenum + le(ii), 2 * facenum + le(jj)) += we *
( (-wgp) * a3 * psi_gp );
nlmtx(2 * facenum + le(ii), 2 * facenum + le(jj)) += we
( vgp * a3 * psi_gp + (-ugp) * (-a2) * psi_gp );
} // end for(qp)

} // end for(jj)
} // end for(ii)

}

else { // isRTOmode
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// declare variables ...

int nl = simplex2nodes(i, 1);

/7 L]

// barycenter for RTO reconstruction

double xbcs = (nx(nl) + nx(n2) + nx(n3) + nx(n4))
double ybcs = (ny(nl) + ny(n2) + ny(n3) + ny(n4))
double zbcs = (nz(nl) + nz(n2) + nz(n3) + nz(n4))
// assemble Picard part of the nonlinearity

for (int ii = 1; ii <= 4; ++ii) {

/ 4.0;
/ 4.0;
/ 4.0;

>

reconst_CR_BaseFuncs(simplex2nodes, simplex2faces, face2nodes, NX, NY, NZ,
TetVols, i, ii, 1, phi_bs, phi_cs, phi_ds,
all_1_Tx, alII_1_Ty, alI_1_Tz, cII_1_T);
reconst_CR_BaseFuncs(simplex2nodes, simplex2faces, face2nodes, NX, NY, NZ,
TetVols, i, ii, 2, phi_bs, phi_cs, phi_ds,
alI_2_Tx, alI_2_Ty, all_2_Tz, cII_2_T);
reconst_CR_BaseFuncs(simplex2nodes, simplex2faces, face2nodes, NX, NY, NZ,
TetVols, i, ii, 3, phi_bs, phi_cs, phi_ds,
alI_3_Tx, all_3_Ty, all_3_Tz, cII_3_T);

for (int jj = 1; jj <= 4; ++jj) {
for (int gp = 1; gqp <= gN_nl; ++gp) {

double x1 = nx(nl) * gmat_nl(gp, 1) + nx(n2) * gmat_nl(qp, 2)
+ nx(n3) * gmat_nl(gp, 3) + nx(n4) * gmat_nl(qgp, 4);

/7 L]
double uqgp

au + bu * x1 + cu * yl + du * zl;

double vgp = av + bv * x1 + cv * yl + dv * zl;
double wgp = aw + bw * x1 + cw * yl + dw * zl;

double psi_1_x_qp

=all_1_Tx + cII_1_T * (x1 - xbcs);
double psi_1_y_qgp

= alI_1_Ty + cII_1_T * (yl - ybes);
double psi_1_z_qp

= all_1 Tz + cII_1.T * (zl1 - zbcs);
double psi_2_x_qp

= all_2_Tx + cII_2_T * (x1 - xbcs);
/L]
double we tetvols(i) * ws_nl(qp);
double a2 = phi_bs(jj);
double a3 = phi_cs(jj);
double a4 = phi_ds(jj);

nlmtx(le(ii), le(jj)) += we * ( wgp * a4 * psi_1_x_qp +
(-vgp) * (-a3) * psi_1_x_gp + ugp * (-a3) * psi_1_y_gp +

(-ugp) * a4 * psi_1_z qp );

nlmtx(facenum + le(ii), le(jj)) += we * ( wgp * a4 * psi_2_x_qgp +
(-vgp) * (-a3) * psi_2_x_qp + uqp * (-a3) * psi_2_y_qp +

(-ugp) * a4 * psi_2_z_ qp );

nlmtx(2 * facenum + le(ii), le(jj)) += we * ( wgp * a4 * psi_3_x_qp +
(-vgp) * (-a3) * psi_3_x_qp + uqp * (-a3) * psi_3_y_qp +

(-ugqp) * a4 * psi_3_z_qgp );

nlmtx(le(ii), facenum + le(jj)) += we * ( (-vgp) * a2 * psi_1_x_qgp +
(-wqp) * (-a4) * psi_1_y_qgp + uqp * a2 * psi_1_y_qp +

vgp * (-a4) * psi_1_z qp );
nlmtx(facenum + le(ii), facenum + le(jj))

+= we * ( (-vgp) * a2 * psi_2_x_qp + (-wgp) * (-ad) * psi_2_y_qp +
ugp * a2 * psi_2_y_qp + vqp * (-a4) * psi_2_z_qgp );
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528 nlmtx(2 * facenum + le(ii), facenum + le(jj))

529 += we * ( (-vgp) * a2 * psi_3_x_qgp + (-wgp) * (-a4) * psi_3_y_qp +
530 ugp * a2 * psi_3_y_qp + vqp * (-a4) * psi_3_z_qp );
531 nlmtx(le(ii), 2 * facenum + le(jj))

532 += we * (wgp * (-a2) * psi_1_x_qgp + (-wgp) * a3 * psi_1_y_qgp +
533 vgp * a3 * psi_1_z_gp + (-uqgp) * (-a2) * psi_1_z_qgp );
534 nlmtx(facenum + le(ii), 2 * facenum + le(jj))

535 += we * (wgp * (-a2) * psi_2_x_qgp + (-wgp) * a3 * psi_2_y_qgp +
536 vgp * a3 * psi_2_z_qgp + (-uqp) * (-a2) * psi_2_z_qp );
537 nlmtx(2 * facenum + le(ii), 2 * facenum + le(jj))

538 += we * (wgp * (-a2) * psi_3_x_qgp + (-wgp) * a3 * psi_3_y_qgp +
539 vgp * a3 * psi_3_z_qgp + (-uqp) * (-a2) * psi_3_z_qp );
540 } // end for (qp)

541 } // end for (j3)

542 } // end for (ii)

543 } // if (isRTOmode == 0)

544 } // end for (i)

545 } // end if (its > 1 &% nonlinearMode)

546 // end assemble nonlinearity

547 Nlmtx->flush();

548 if (nonlinearMode && its > 1) {

549 oldReslinorm = reslinorm;

550 reslinorm = computeResiduumLinorm(Nlmtx, Sol, Rhs, IsPenalizedDOF, penalty);
551 if (its == 2 || reslinorm < minReslinorm) {

552 minResllnorm = reslinorm;

553 for (int i = 1; i <= dofnum; ++i) {

554 bestSol(i) = sol(i);

555 } // end for(i)

556 } // end if

557 if (reslinorm < nonlinearItEps) {

558 isConverged = true;

559 } // end if

560 } // end if

561 Ptr< VSolverPardiso <double> > Solver = new VSolverPardiso <double> (Nlmtx, 11);
562 // set solver parameters ...

563 Solver->update(); // update solver (analysis + LU factorization)

564 Solver->solve(Sol, Rhs);

565 if (its >= 2) {

566 for (int i = 1; i <= dofnum; ++i) {

567 sol(i) = (1.0 - damping) * bestSol(i) + damping * sol(i);

568 } // end for(i)

569 } // end if

570 if (!isConverged && its > 2) {

571 resContraction = resllnorm / oldReslinorm;

572 if (resContraction >= 1.0) {

573 isConverged = true;

574 } // end if

575 } // end if

576 } // end for(its)

577 if (minReslinorm >= -1.0e-16) {

578 for (int i = 1; i <= dofnum; ++i) {

579 s0l1(i) = bestSol(i);

580 } // end for(i)

581 } // end if
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// Enforce that discrete pressure has a zero average
double pAverage = 0.0;

double area =

0

.0;

for (int i = 1; i <= tetnum; ++i) {
area += tetvols(i);

pAverage += tetvols(i) * sol(3 * facenum + i);

} // end for(int )
pAverage = pAverage / area;
for (int i = 1; i <= tetnum; ++i) {

s01(3 * facenum + i) = so0l(3 * facenum + i) - pAverage;

} // end for(int )
// evaluate norms and error morms w.r.t.
// the discrete and continuous solution
// declare and initialize wvariables ...
for (int i = 1; i <= tetnum; ++i) {

int nl = simplex2nodes(i, 1);

simplex2faces(i, 1);

getCR_BaseFuncs(simplex2faces, face2nodes,

/7 L]
double fal =
/7 L]
le(1) = fail;
/7 Lo ]

NX, NY, NZ, i, phi_as, phi_bs, phi_cs, phi_ds);

// evaluate function u, v, w at quadrature points

for (int qi = 1; qi <= qN; ++qi) {

double x1

= gmat(qi, 1) * nx(nl) + gmat(qi, 2) * nx(n2)
+ gmat(qi, 3) * nx(n3) + gmat(qi, 4) * nx(nd);

7|

double we

tetvols(i) * ws(qi);

12normExact += we

hinormExact += we

(ux(xl, yl, zl, problemId) *

+

+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

*

(u(xl, yl, zl, problemId) * u(xl, yl, zl, problemId)
+ v(xl, yl, zl, problemId) * v(xl, yl, zl, problemId)
+ w(xl, yl, zl, problemId) * w(xl, yl, zl, problemId));

*

uy(x1l, yl,
uz(x1l, yl,
vx(xl, yl,
vy(xl, yl,
vz(xl, yl,
wx(xl, yl,
wy(x1l, yl,
wz(x1l, yl,

pnormExact += we * p(xl, yl,

for (int ii = 1; ii <= 4; ++ii) {

* p(xl, yl,

zl,
zl,
zl,
zl,
zl,
zl,
zl,
zl,
zl,
zl,

problemId)
problemId)
problemId)
problemId)
problemId)
problemId)
problemId)
problemId)

ux(xl, yl, zl, problemId)

*
*
*
*
*
*
*

*

uy(x1,
uz(xl,
vx(xl,
vy(x1l,
vz (x1,
wx(xl,
wy(x1,
wz(x1,

yl,
yl,
yi,
yl,
yl,
yi,
yl,
yl,

zl,
zl,
zl,
zl,
zl,
zl,
zl,
zl,

problemId)
problemId)
problemId)
problemId)
problemId)
problemId)
problemId)
problemId));

nu, nonlinearMode, problemId)
nu, nonlinearMode, problemId);
// declare and initialize wvariables ...

uu += sol(le(ii)) * (phi_as(ii) + x1 * phi_bs(ii)
+ yl * phi_cs(ii) + zl1 * phi_ds(ii));
vv += sol(facenum + le(ii)) * (phi_as(ii) + x1 * phi_bs(ii) +

yl1 * phi_cs(ii) + z1 * phi_ds(ii));

ww += sol(2 * facenum + le(ii)) * (phi_as(ii) + x1 * phi_bs(ii) +

yl * phi_cs(ii) + 2zl * phi_ds(ii));
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636 gux += s01(le(ii)) * phi_bs(ii);

637 guy += sol(le(ii)) * phi_cs(ii);

638 guz += s0l(le(ii)) * phi_ds(ii);

639 gvx += sol(facenum + le(ii)) * phi_bs(ii);

640 7|

641 } // end for(ii)

642 12norm += we * (uu * uu + Vv * vV + W& * Ww);

643 12errnorm += we *

644 ((u(xl, yl, zl, problemId) - uu) * (u(xl, yl, zl, problemId) - uu)
645 + (v(xl, yl, zl, problemId) - vv) * (v(xl, yl, zl, problemId) - vv)
646 + (w(xl, yl, zl, problemId) - ww) * (w(xl, yl, zl, problemId) - ww));
647 hinorm += we * (gux * gux + guy * guy + guz * guz

648 + gVX * gVx + gVy * gvy + gvz * gvz

649 + gUX * gWX + gWY * gy + gWZ * guz);

650 hierrnorm += we * ((ux(xl, yl, zl, problemId) - gux) *

651 (ux(x1l, yl, zl, problemId) - gux)

652 + (uy(xl, yl, zl, problemId) - guy) *

653 (uy(x1, yl, zl, problemId) - guy)

654 + (uz(xl, yl, zl, problemId) - guz) *

655 (uz(x1l, yl, zl, problemId) - guz)

656 + (vx(x1l, yl, zl, problemId) - gvx) *

657 (vx(x1l, yl, zl, problemId) - gvx)

658 /7 L]

659 + (wz(x1l, yl, zl, problemId) - gwz) *

660 (wz(x1l, yl, zl, problemId) - gwz));

661 divnorm += we * (gux + gvy + gwz) * (gux + gvy + gwz);

662 pnorm += we * sol(3 * facenum + i) * sol(3 * facenum + i);
663 perrnorm += we * (p(xl, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
664 - s01(3 * facenum + i))

665 * (p(x1, yl, zl, nu, nonlinearMode, problemId)
666 - sol(3 * facenum + i));

667 } // end for(qi)

668 } // end for(int i)

669 12errnorm = sqrt(l2errnorm);

670 hlerrnorm = sqrt(hlerrnorm);

671 divnorm = sqrt(divnorm);

672 perrnorm = sqrt(perrnorm);

673 7|

674 // print norms...

675 // write norms to data file...

676 // interpolate values on faces to wvalues on nodes...

677 // start graphical viewer...

678 // dump data into files...

679 }

680

681 int main (const int argc, comst charx argv[]) {
682 pdelib2init(argc, argv); // initialize pdelib2

683 // process input arguments ...

684 Ptr<Grid> g = gRead(argFile(1)); // read grid object from file
685 // initialize output files and graphical viewers ...

686 // find appropriate quadrature rules

687 Ptr<QuadratureFormula> QF = gfFindOrder (egTETRAHEDRON, order,
688 (char*) ("bary")) ;

689 Ptr<QuadratureFormula> QF_bnd = qfFindOrder (egTRIANGLE, 15,
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690 (charx*) ("bary"));

691 // run code

692 run(nu, g, QF, QF_bnd, rt, nonlinearMode, maxIts, damping,

693 problemId, out, outVelo, outPress, veloviewer, pressviewer);
694 // close output files ...

695 return 0O;

696 }

Listing A.2: Python/FENICS-Programmcode zu Beispiel 4 (Lid-driven cavity)

1 from dolfin import *

2 import numpy as np

3 # Variables

4 nu=1.0

5 h=28

6 tol = le-11

7 maxiter = 25

8 # Domain

9 mesh = UnitCubeMesh(h, h, h)

10 # Define function spaces

11V = VectorFunctionSpace(mesh, "CR", 1)

12 Q = FunctionSpace(mesh, "DG", 0)

13 W=1V=x*AQ

14 # Input Data

15 f = Constant((0.0, 0.0, 0.0))

16 sol_u_k = interpolate(Constant((0.0, 0.0, 0.0)), V)
17 # Define boundary behaviour

18 class Top(SubDomain) :

19 def inside(self, x, on_boundary):

20 return on_boundary and x[2] > 1.0 - DOLFIN_EPS
21 top_domain = Top()

22 top_val = Expression(("1.0", "0.0", "0.0"))

23 class NoSlipDomain(SubDomain) :

24 def inside(self, x, on_boundary):

25 return on_boundary and x[2] < 1.0 - DOLFIN_EPS
26 mnoslip_val = Constant((0.0, 0.0, 0.0))

27 mnoslip_domain = NoSlipDomain()

28 class PinPoint (SubDomain) :

29 def inside(self, x, on_boundary):

30 return x[0] < DOLFIN_EPS and x[1] < DOLFIN_EPS and x[2] < DOLFIN_EPS
31 pin_domain = PinPoint()

32 pin_val = Constant(0.0)

33 bc_top = DirichletBC(W.sub(0), top_val, top_domain)
34 bc_noslip = DirichletBC(W.sub(0), noslip_val, noslip_domain)

35 bc_pin = DirichletBC(W.sub(1), pin_val, pin_domain)

36 bc = [bc_top, bc_noslip, bc_pin]

37 # Define trial and test functions

38 (u, p) = TrialFunctions(W)

39 (v, q) = TestFunctions(W)

40 # Solution Function

41 w = Function(W)

42 # Define the wvariational problems

43 a = nu * inner(grad(u), grad(v)) * dx - p * div(v) * dx + div(uw) * g * dx \
44 + inner(dot(grad(u), sol_u_k), v) * dx
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L = inner(f, v) * dx

# Start Picard iteration

eps = 1.0

iters = 0

while eps > tol and iters < maxiter:
iters += 1
solve(a == L, w, bc)
sol_u, sol_p = w.split(deepcopy = True)

diff = sol_u_k.vector().array() - sol_u.vector().array()

eps = np.linalg.norm(diff, ord = np.Inf)

print "iter={iters}: norm={eps:5.2e}".format(iters

sol_u_k.assign(sol_u)
norm = np.sqrt(assemble(inner(sol_u, sol_u) * dx))
print "n_dof = ", W.dim(Q)
print "nu = {nu}".format(nu = nu)
print "L2 Norm = {norm:8.7e}".format(norm = norm)

iters, eps

eps)
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