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1 Einleitung

In der folgenden Arbeit wird eine divergenzfreie Rekonstruktion fiir eine nicht-konforme
Diskretisierung der inkompressiblen, stationéren Stokes-Gleichungen vorgestellt und nu-
merisch untersucht. Gemischte Finite-Elemente-Methoden konnen bei den Stokes-Gleichungen
den Nachteil haben, dass sich der Fehler der numerisch berechneten Geschwindigkeit in
Abhéngigkeit des Drucks trotz gleich bleibender exakter Geschwindigkeit vergréfert. Die
in dieser Arbeit vorgestellte Rekonstruktion versucht diese Druckabhéngigkeit zu vermei-
den, um eine stabile Berechnung der Geschwindigkeit zu erméglichen.

Die Arbeit gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil (Kapitel 2) werden die wichtigs-
ten Resultate der Analysis zitiert, welche im Rahmen dieser Arbeit bendtigt werden.
Der zweite Teil (Kapitel 3) stellt im Anschluss daran zunéchst die schwache Formulie-
rung der stationdren Stokes-Gleichungen vor und nennt die wichtigsten Resultate zur
Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieser Gleichungen. Danach folgt die Herleitung
einer nicht-konformen Diskretisierung der Stokes-Gleichungen mit dem Hauptresultat ei-
ner Fehlerabschitzung, welche als theoretische Erwartung fiir die im letzten Abschnitt
durchgefiihrte numerische Studie dienen soll. Der dritte Teil (Kapitel 4) betont den Nach-
teil der nicht-konformen Diskretisierung und motiviert eine divergenzfreie Rekonstrukti-
on, welche diesen Nachteil der nicht-konformen Diskretisierung vermeidet. Die numerisch
untersuchten Beispiele des zweiten Teils werden zum Abschluss mit der neuen Methode
untersucht, um die Vorteile der Rekonstruktion zu unterstreichen. Die Arbeit schliefst mit
dem Fazit, in dem der Nutzen der Rekonstruktion zusammengefasst und ein Ausblick auf
weiterfithrende Fragen gegeben wird.

Die wichtigsten, im Rahmen dieser Arbeit geschriebenen Programme befinden sich im
Anhang. Die Programme wurden allesamt mit dem Programm MATLAB erstellt. Auf
die benutzten Literaturquellen wird an passender Stelle im Text verwiesen.



2 Analytische Grundlagen

In den Kapiteln [3| und @] werden einige Definition und Sitze aus der Analysis benotigt,
deren wichtigste im Folgenden zusammen mit den in der Arbeit verwendeten Notationen
zusammengestellt werden. Auf weitere benotigte Hilfssétze oder Definitionen wird an
passender Stelle im Text verwiesen. Die folgenden Aussagen wurden, sofern nicht explizit
darauf hingewiesen wird, |5, Kap.5], |2, Kap.4] und |7, Kap.1| entnommen.

Fiir eine offene Menge Q C R™, n € N, werden die Rdume der Aquivalenzklassen von
Funktionen LP(Q), p € N, durch

LP(Q) = {f:Q%Rmit /Q|fpdu<oo} (2.1)

definiert. Dabei gelten zwei Funktionen g und h als dquivalent, wenn g = h p-f.i. gilt und
mit g wird das n-dimensionale Lebesgue-Mak bezeichnet. Die LP-Rdume werden durch

die Norm
Flime = ( / flpdu> . (2.2)

zu normierten Réumen. Der fiir diese Arbeit besonders wichtige Fall ist p = 2. In diesem
Fall wird durch

(f,9) 2 :=/Qfgdu (2.3)

ein Skalarprodukt definiert. Mit dem Skalarprodukt wird L?(2) zu einem Hilbertraum.
Weiterhin sei im Folgenden

LE(Q) = {f € L*(Q) mit / fdu= o} : (2.4)
Q
Fiir vektorwertige Funktionen f: Q — R", Q C R™, wird der Raum L?(2)" definiert als

L2 Q)" :={f=(f1,..., f,)" mit f; € L*(Q) fiir allei € 1,...,n}. (2.5)

Die entsprechende Norm ist durch

1
2

£z = <Z ||fi||i2<m> (2.6)
=1

gegeben. Zuletzt sei L} () der Raum
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Lj,.(Q) :== {f € L'() fiir alle kompakten Q' C Q}. (2.7)
Als Verallgemeinerung der klassischen Ableitung heift g € L}, (£2), @ C R™ offen, A-te

schwache Ableitung von f € L?(2), falls fiir alle ¢ € C§°(Q) gilt:

/g-wduz(—l)A'/f-Dwdu- (2.8)
Q Q

Dabei bezeichnet C§°(€2) die Menge der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktio-
nen mit kompaktem Triger in Q, A = (A,...,A)T, [A] = Y2, A\ und Dy =
(6%1)’\1 e (%)’\”. Besitzt f die klassischen A-ten Ableitungen, stimmen die schwachen
Ableitungen mit diesen iiberein. Dies sieht man durch partielle Integration (unter Aus-
nutzung des Satzes von Fubini, siehe z.B. |2, Abschn.1.4|):

| Dar-edu=(-0M [ 1 Dypduie {1....n) (2.9)
Q Q

falls ¢ € C§°(€2). Im Folgenden sei Dg f per Definition gleich f. Mit Hilfe der schwachen
Ableitung werden die Sobolev-Riume WHP(Q), k,p € N, definiert:

WEP(Q) := {f € LP(Q) mit: Dyf existiert und Dy f € LP(Q) fiir alle |A| < k}.
(2.10)
Die Sobolev-Réume werden durch

oy = | 3 /Q DAfIP dp (2.11)

A<k

normierte Rdume. Auch hier ist der fiir die Arbeit wichtigste Fall p = 2. Abkiirzend
wird definiert W*2(Q) := H*(Q). Mit dem folgenden Skalarprodukt wird H*(Q) ein
Hilbertraum:

(£,9) ey = D (Daf, Dag)r2()- (2.12)
[AI<k
Des Weiteren ist durch
1
2
flae@y = | D IDafli20 (2.13)
A=k

eine Halbnorm auf H*(Q) definiert. Die Riéume H¥(92)" werden analog zu L?(Q)" defi-
niert.

Fiir Kapitel ist die Definition des Funktionenraums H{ (Q2) sehr wichtig. Dazu werden
zunéchst eine Definition und ein Satz (Spursatz) benétigt. Es bezeichne C(z,r) den
offenen n-dimensionalen Wiirfel mit Kantenlinge r und Zentrum x € R", dann wird
definiert:
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Definition 2.1 (Lipschitz-Gebiet). Sei Q eine offene Teilmenge des R™ und es gelte fiir
den Rand 0X), dass fiir alle x € OQ ein r > 0 und eine Lipschitz-Abbildung v : R*~ —
R existieren, so dass, bis auf geeignete Orientierung und eventuelle Umbenennung der
Koordinatenachsen, gilt:

QnC(z,r)={y=(y1,... )T mit (Y, Y1) < Yn} N C(z, 7). (2.14)
Dann heifit Lipschitz—Gebieﬂ

Weiterhin sei L2(92, H"!) die Menge (der Aquivalenzklassen) von Funktionen mit

L2000, H" 1) = {f . 0Q — R mit fraH ! < oo} : (2.15)

o0
Hierbei bezeichnet H"~! das (n — 1)-dimensionale Hausdorff-Maf (siche [2, Abschn.2.1]).
Mit diesen Definitionen gilt geméf [2, Abschn.4.3] der folgende

Satz 2.1 (Spursatz). Sei  C R™ ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Dann existiert fiir
1 < p < oo ein beschrinkter, linearer Operator T : WP(Q) — LP(02, H" V), fiir den
gilt:

Tf = f auf 0Q fir alle f € WP(Q) N C(Q). (2.16)
Dabei ist Q der Abschluss von Q und C(Q) der Raum der auf Q) stetigen Funktionen.

Man nennt die Abbildung T'f die Spur von f. Sie ist eindeutig bis auf Nullmengen des
auf 00 eingeschrankten Hausdorff-(n—1)-Mafes (siehe |2, Abschn.1.1] fiir eingeschrénkte
Mafe). Damit ermdglicht der Spursatz auf natiirliche Weise, einem Element, f aus H'()
Randwerte auf 0Q zuzuordnen. Ist f € H'(Q), wird im Folgenden f auf 99 durch
die Spur T'f definiert. Der Spursatz garantiert damit die Wohldefiniertheit des fiir die
Stokes-Gleichung wichtigen Raums H{ () fiir ein Lipschitz-Gebiet Q. Dieser Raum ist
vollstdndig und er wird definiert durch:

Hy(Q) = {f € H'(Q) mit: f =0 auf 9Q} . (2.17)

Der Raum H{ ()" wird analog zu L?(2)" definiert.

Neben diesen Réumen wird in Kapitel 3| auch der Raum Hg;, (€2) benétigt. Dazu heift
zuniichst g € L%(Q) schwache Divergenz von f € L?(Q)", kurz g := divf, falls fiir alle
p € C°(Q) gilt

[ gedu=- [ €ve)dn (2.18)
Q Q

Hier und im Folgenden bezeichnet (-,-) das euklidische Skalarprodukt. Der Einfachheit
halber wird in dieser Arbeit auch das tensorielle Produkt zwischen zwei Vektorgradienten

1Q ist also ein Lipschitz-Gebiet, wenn 9 lokal der Graph einer Lipschitzfunktion ist.
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mit (-, -) bezeichnet. Mit dem Begriff der schwachen Divergenz wird der Raum Hg;y, (€2)
durch

Hgiy(Q) == {f € L*(Q)" mit divfe L*(Q) existiert} (2.19)

definiert. Eine Norm des Raums ist durch

[T

1611140 = (IE32(pn + 1 div B3 ) (2.20)

gegeben.
Neben diesen Vorbereitungen werden eine Version des Integralsatzes von Gauss (siche
wieder |2, Abschn.4.3|) und die Poincaré-Ungleichung bendtigt.

Satz 2.2. Sei Q C R" ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, v € C1(R™,R") eine vektor-
wertige Funktiorﬂ die in den R™ abbildet und f € WHP(Q),1 < p < co. Dann gilt

3 — n—1
/Qfdlvvdu— /Q(Vf,wdu—i-/m(v,mfd% : (2.21)

Hierbei ist Vf := (D1f,...,Dnf)T, n der nach aufien zeigende Normalenvektor von 05
und im Randintegral ist f wieder als Spur Tf 2u verstehen. Insbesondere gilt damit fiir
f € Hy(Q)

/fdivvd,u: —/(Vf, v) dy. (2.22)
Q Q

Satz 2.3 (Poincaré-Ungleichung). Sei Q C R" eine beschrinkte und offene Teilmenge
des R™, und sei f € Hi(Q). Dann gilt

1
122 < e QU7 | fla @) (2.23)
Hierbei ist das Volumen von Q durch |Q| := [, du = p(Q) definiert.

In Kapitel [3] muss Satz in etwas verallgemeinerter Form benutzt werden. Dazu
sei angemerkt, dass der Raum C§°(€2) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Triiger in  dicht in L?(Q) und Hg () liegt. Der Raum C°°(€) liegt dicht
in WkP(Q) bzgl. der zugehérigen Norm | - lws) Da C5°(Q) C Hy(Q) folgt damit
insbesondere, dass H{(Q) dicht in L?() liegt. Mit diesen Informationen, Satz und
Satz gilt folgende Verallgemeinerung:

Folgerung 2.1. Sei Q C R" ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, v € H'(Q)" und f €
HY(Q). Dann gilt

/fdivvd,u:—/(Vf, v) du—i—/ (v, n)fdH" L. (2.24)
Q Q o0

2 Allgemeiner meint fiir ein k € N C*(©Q,R") den Raum der k-fach stetig differenzierbaren, vektorwer-
tigen Funktionen, die von ) nach R™ abbilden.
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Beweis. Dav € HY(Q)"und f € HY(Q),ist u := f-v € WH1(Q)" auf Grund der Cauchy-
Schwarz Ungleichung (siehe z.B. [5 Kap.6]) und es gilt divu = fdivv + (Vf,v), daher
wird die Gleichung des Korollars fiir u gezeigt. Da weiterhin C°°(Q) dicht in WhH1(Q)
liegt, liegt C°°(£2,R™) auch dicht in W11(Q)". Sei damit (uy) eine Folge vektorwertiger
Funktion in C°°(€2,R") mit limg e [ug — ufyw11(q» = 0. Dann gilt wegen Satz [2.2] fiir
alle k € N

/divukdu:/ (ug,n) dH" L. (2.25)
Q o0

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und dem Spursatz folgt

/ ((ug,m) — {u,n)) A"
o0

/ (u, —u,n) dH" !
oN

/ (u, — Tu,n) dH" 1
onN

/ (Tup — Tu,n) dH"*
o0

< / ’(Tuk —Tu,Tuy, — Tu)% dH™ !
o0
< T(ur — )| L1 a0, pn—1yn
< Jug —ulwrigpn, mitceR. (2.26)

Hierbei hiingt die Konstante ¢ nur von H"~1(99) und der oberen Schranke des Spurope-
rators T ab, | - |1 (g0 3n-1)n bezeichnet die L'-Norm bzgl. des Hausdorff-Mafes. Da die
rechte Seite im Limes fiir K — oo gegen 0 1duft, folgt somit

lim (ug, n) d’H"lz/ (u,n) dH" 1. (2.27)
k=00 Jo0 Gle!

Andererseits gilt

n

/Q; (Di(uy, —w)i) dp) = /Q; |(Di(ug —u);)| du

Huk - u”W1,1(Q)n. (2.28)

/div(uk —u) du‘ =
Q

IN

Durch Limes-Bildung folgt damit

lim [ divug du:/divud,u, (2.29)
Q Q

k—o00

also gilt die Behauptung. O

Als letzte Vorbereitung fiir Kapitel [3| sei noch der Satz von Lax-Milgram gegeben
(vgl. [8, Abschn.1.2]):

10
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Satz 2.4 (Lax-Milgram). Sei X ein Banachraum, | : X — R ein stetiges, lineares
Funktional und a : X x X — R eine stetige Bilinearform. Es gelte fir alle u,v € X

a(u,v) = a(v, u) (2.30)

und es gebe eine Konstante K > 0, so dass fiir alle u € X gelte

a(u,u) > K - |ulk, (2.31)

wobei |-| x die Norm auf X bezeichne. Dann besitzt das Funktional J : X — R mit J(u) ==
ta(u,u)—1(u) ein eindeutiges Minimum wm, und das Minimum ist die eindeutige Lisung
von: a(Umin,v) = L(v) fir allev € X.

11



3 Die stationaren Stokes-Gleichungen

In diesem Kapitel wird die schwache Formulierung der stationéren Stokes-Gleichungen
mit homogenen Randbedingungen betrachtet. Im ersten Teil wird nach einer kurzen Mo-
tivation zundchst die schwache Formulierung der stationiren Stokes-Gleichungen gegeben
und im Anschluss daran werden die wichtigsten Ergebnisse zur Lsbarkeit des Problems
zitiert. Die entsprechenden Sétze finden sich in |7, Kap.2.1-2.3].

Im zweiten Teil wird das Problem diskretisiert und mit Hilfe von nicht-konformen
finiten Elementen geldst. Die analytischen Ergebnisse der Fehlerabschétzungen wurden |7,
Kap.2, Abschn.7| sowie [8, Kap.4] entnommen. Auf alle weiteren benutzten Quellen wird
an passender Stelle im Text verwiesen.

3.1 Das kontinuierliche Problem

3.1.1 Motivation und schwache Formulierung

Die stationdren Stokes-Gleichungen mit homogenen Randbedingungen bestehen aus ei-
nem gekoppelten System von partiellen Differentialgleichungen. Das Problem zur Losung
des Systems konnte wie folgt lauten:

Sei Q2 C R™ ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, f : & — R™ gegeben, dann finde p :
Q — R sowie u: Q — R", so dass folgende Gleichungen erfiillt sind:

—Au+Vp = faufQ,
divu = 0 auf €,
u = 0 auf o (3.1)

In dieser Arbeit soll immer der Fall n = 2 vorausgesetzt werden. Physikalisch gese-
hen beschreibt die stationdre, das heift, zeitlich nicht verdnderliche, Strémung einer
inkompressiblen Fliissigkeit auf dem Gebiet €. Dabei entspricht p dem Druck der Fliissig-
keit, u dem Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit und f der auf die Fliissigkeit wirkenden
Kraft. Die Aufgabe besteht darin, bei vorgegebener Kraft, den Druck und das Geschwin-
digkeitsfeld der Fliissigkeit zu bestimmen, um das Verhalten der Fliissigkeit beschreiben
zu konnen.

Es stellt sich heraus, dass die Anforderungen, die an die Daten zur Beschreibung einer
konkreten Situation mittels der Gleichungen gestellt werden miissen, oft unrealis-
tisch sind (vgl. [4, Kap.3|). Aus diesem Grund wird ein neuer Losungsbegriff eingefiihrt,
die sogenannte schwache Ldsung, um insbesondere die Anforderungen an die Differen-
zierbarkeitseigenschaften der Losung (u,p) und das Gebiet © zu reduzieren.

12
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Um die zugehorige schwache Formulierung von zu motivieren, sei im Folgenden
angenommen, dass u, p und f alle fiir die folgenden Schritte bendtigten Eigenschaften
besitzen. Seien dazu v € H}(Q)" und w € L3(£2). Multiplikation der ersten Gleichung
aus [3.1] mit v und Integration iiber Q ergibt

[auvian+ [(@pvydn= [ ) du (32)
Q Q Q
Die Anwendung des Satzes [2.2] auf beide Summanden der linken Seite ergibt

/Q (Vu, V) d — /Q divv - pdy = /Q (£.v) d. (3.3)

Analoge Multiplikation der zweiten Gleichung von mit w und entsprechende Integra-
tion ergibt schliefllich

/ divu-wdp = 0. (3.4)
Q

Die beiden erhaltenen Gleichungen werden als die schwache Formulierung des stationdren
Stokes-Problems bezeichnet. Es stellt sich heraus, dass das Problem auf folgende Weise
gut gestellt ist:

Sei QO C R™ ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet und f € L?(Q)". Dann finde u € H}(Q)"
und p € L(2), so dass fiir alle v € H ()" und alle w € L3(12)

/(Vu,Vv) du—/divv-pd,u = /(f,v> du

Q Q Q
/divu-wd,u, =0 (3.5)
Q

giltﬂ Existieren solch ein u und p, dann heikt (u,p) schwache Losung des Problems .
Um Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von treffen zu kon-

nen, bietet es sich an, das Problem abstrakt als Variationsproblem zu formulieren. Die

im folgenden Abschnitt betrachtete Formulierung wird auch in Abschnitt bendtigt.

3.1.2 Abstrakte Formulierung als Variationsproblem

Seien X und Y zwei Hilbertrdume mit den Normen | - |x bzw. | - |y. Die dualen Raume
seien X* = {f : X — R mit f ist linear und stetig} und Y* ganz analog. Seien weiterhin
a: X xX —>Rundb: X xY — R zwei stetige Bilnearformen. Das Variationsproblem
lautet dann:

Finde fiir vorgegebenes [ € X* und vorgegebenes m € Y* eine Losung u € X, p €Y,
so dass fiir alle v € X und w € Y gilt

!Die Bedingungen an f kénnen noch verallgemeinert werden, siehe dazu Abschnitt

13
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a(u,v) +b(v,p) = I(v),
blu,w) = m(w). (3.6)

Fiir das gestellte Problem (3.6 gilt der folgende wichtige Satz:

Satz 3.1. Sei V := {v € X mit b(v,w) =0 fiir allew € Y} , a sei symmetrisch und es
gebe eine Konstante K > 0, so dass fiir alle v € V gelte
a(v,v) 2 K - o[- (3.7)
Weiterhin sei die folgende inf-sup-Bedingung erfillt:
b - .
inf sup _bw,w) > K  fir ein K > 0. (3.8)
weV\{0} yex\{o} lulx - Jwly

Dann besitzt das Problem (3.6]) eine eindeutige Lisung.

Ein im zweiten Abschnitt dieses Kapitels benotigter Hilfssatz (siehe |7, Satz 2.1]) ist
gegeben durch

Satz 3.2. Die Voraussetzungen seien wie in Satz[3.1) und es gelte die inf-sup-Bedingung
des vorherigen Satzes. Ist dann V* = {u € X mit (u,v)x =0 fiir alle v € V} und B
die Abbildung B : X — Y* mit u — b(u,-). Dann ist B ein Isomorphismus von V+ nach
Y*.

Um das Variationsproblem auf die schwache Formulierung des Stokes-Problems zu
iibertragen, seien nun () ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet, X := H}(Q)?, Y := L3(Q)
und weiterhin sei fiir u,v € X

a(u,v) = /Q<Vu, Vv)du (3.9)

definiert. Fiir w € L3(2) und u wie oben sei

b(u,w) := —/ divu - wdp. (3.10)
Q

Dann entspricht das Problem (3.6) dem Stokes-Problem (3.1)) mit m = OEI Es gilt der
folgende Satz.

Satz 3.3. Das Stokes-Problem (3.6) mit den wie zuvor definierten Riumen X, Y und
Funktionen a,b,l sowie m = 0 besitzt eine eindeutige Losung (u,p) € X X Y.

2Das hier gestellte Problem ist wegen | € X* bzgl. den an die rechte Seite gestellten Bedingungen noch
allgemeiner als das Problem (3.1)).

14
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Bewets. Zunichst wird die Stetigkeit von a gezeigt, der Nachweis der Stetigkeit von b
erfolgt analog. Es gilt per Definition des tensoriellen Produkts fiir u,v € H(2)?

/Q(Vu, Vv) d,u' = /Q(Vu1,Vv1)du+/Q<Vu2,Vv2> du‘. (3.11)

Wegen der Dreiecksungleichung muss nur ein Summand der rechten Seite betrachtet
werden. Es gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung zunéichst angewandt auf Integrale
und im darauffolgenden Schritt angewandt auf Summen

2
/Q<VU1»VU1>dM' < Y 1Dl - 1Dl e
=1

</ﬂ<vul,vul>dﬂ>5 </Q<Vv1,wl>du>5 -

= |ulm) - vila) < lula @) - lvila o)

IN

Damit ist a stetig.
Wegen der Symmetrie des tensoriellen Produkts ist a insbesondere eine symmetrische
Bilinearform und da

a(u,u) = /Q(Vu, Vu) dp = [ulg1(q)e, (3.13)

folgt mit der Poincaré-Ungleichung (2.3

[l a2 < lufreye + [ulgi)p2 < e [ulgq)2, (3.14)

also gilt a(u,u) > K - |uf g1y mit K = 1. Zuletzt muss noch die inf-sup-Bedingung
nachgewiesen werden. Dazu sei auf |7}, Satz 3.3] verwiesen. Damit sind die Bedingungen
aus Satz [3.1] erfiillt und die Existenz und Eindeutigkeit der Losung bewiesen. O

3.2 Numerische Losung mittels nicht-konformen finiten
Elementen

In diesem Kapitel wird die stationéire Stokes-Gleichung im Sinne der schwachen Formu-
lierung mittels finiten Elementen gelost. Die Schwierigkeit, die Stokes-Gleichungen zu
l6sen, besteht darin, dass die schwache Formulierung ein Variationsproblem ist, welches
in unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen gestellt ist. Da es in der Praxis nur mog-
lich ist, endlich viele Gleichungen zu l6sen, wird das Variationsproblem in geeigneten
endlich-dimensionalen Ansatzraumen gestellt. Ziel solch einer Diskretisierung ist es, eine
moglichst gute Approximation der schwachen Losung zu erhalten.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird eine sogenannte nicht-konforme Methode vor-
gestellt und die zugehérigen Fehlerabschatzungen hergeleitet. Im zweiten Abschnitt wird
diese Methode auf drei Beispiele angewendet und die Fehlerabschitzungen werden mit
den numerisch erhaltenen Fehlern verglichen.

15
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3.2.1 Numerische Lésung mit nicht-konformen finiten Elementen

Im Folgenden wird als beschriinktes Lipschitz-Gebiet € R? die Menge (0,1) x (0,1)
betrachtet. Das Gebiet kann auf viele Weisen diskretisiert werden. In dieser Arbeit wird
eine einfache Triangulierung 7, gewihlt. Fiir gegebenes | € N wird das Gebiet € in [?
gleich groke Quadrate eingeteilt. Die Quadrate werden dann mittels der Diagonalen, die

von der linken unteren Ecke zur rechten oberen Ecke verlduft, in zwei Dreiecke geteilt.
Die Lange h eines Quadrats ist damit % Der Fall | = 3 ist in Abbildung abgebildet.

Abbildung 3.1: Triangulierung 7 fiir h = 13

Die Menge der Dreieckskanten sei mit D; bezeichnet, die Menge der inneren Drei-

eckskanten sei Dj. Der Mittelpunkt einer Kante d € Dj wird mit mg bezeichnet. Es

bezeichne wie in Abschnitt X = HYD)?, Y := L3(Q). Als Ansatzraum fiir die

Geschwindigkeit u des Stokes-Problems wird der Raum X}, der sogenannten C'rouzeix —
Raviart — Elemente benutzt:

X, == {f € L*(Q)* mit: fi € P3 fiir alle T € 7y, (3.15)
[fla(mg) = 0 fiir alle d € Dy, f(my) = 0 fiir alle d € Dy \ Dy, }. (3.16)

Hierbei bezeichnet P% den Raum der vektorwertigen linearen Polynome p mit p : R? — R?
und fiir gegebenes d € Dy, ist [f]4(mg) = limyx, —m, f(x) —limyx__m, f(x), also der Sprung
von f an der Stelle my. Die Bezeichnungen limy, ym, bzw. limy__,m, bezeichnen hierbei
die Limites im Punkt m, ausgehend von den beiden Dreiecken T bzw. Tb mit d C T1NT5.
Die Bedingung [f]4(mg) = 0 fiir alle d € Dy, ist also dquivalent zur Stetigkeit von fin den
Punkten mg mit d € Dy,. Dass die Funktionen an den Mittelpunkten der dufseren Kanten
verschwinden, soll die homogenen Randbedingungen der Geschwindigkeit beriicksichti-
gen. Die Funktionen f € X}, sind durch die Werte auf den Kantenmittelpunkten eindeutig
bestimmt und sollen fiir die Approximation der Geschwindigkeit u des Stokes-Problems
benutzt werden. Eine Basis des Raums X}, ist durch diejenigen ¢, € X, gegeben, fiir die
eine der beiden Komponentenfunktionen gleich null ist und deren zweite Komponenten-
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funktion nur auf zwei benachbarten Dreiecken 17,715 € Tj, ungleich null ist. Ist die zweite
Komponentenfunktion gleich null, soll gelten

@;(mg) = (1,0)" fiir d € Dy, d C TiN Ty, @;(mggy) = 0 fiiri € {1,...,4}.  (3.17)

Dabei bezeichnen die Kanten d(i) die vier, die Kante d umgebenden Kanten. Ist die
erste Komponentenfunktion gleich null, gelten die analogen Bedingungen fiir die zweite
Komponentenfunktion. Fine auf X} definierte Norm ist durch

2

ulx, == 4 Y [ulfmye (3.18)
TeT,
gegeben. Die Norm ist wohldefiniert, weil die Elemente aus Xp, eingeschrinkt auf ein be-
liebiges Dreieck T' € 7Ty, glatt sind. Weiterhin ist zu bemerken, dass |u|x, = 0 impliziert,
dass u = 0. Dies liegt daran, dass die dreiecksweisen Polynome h&chstens konstant sein
konnen, um |ulx, = 0 gewédhrleisten zu kénnen. Da zudem die Spriinge an den Kan-
tenmittelpunkten verschwinden, folgt mit den Randwerten auf 0f2, dass u = 0 gelten
muss.
Der Druck p des Stokes-Problems soll mit auf den Dreiecken stiickweise konstanten
Funktionen approximiert werden. Daher sei der Raum Y}, definiert durch

Yy :={f € L§(Q) mit: fip € Py fiir alle T € T } . (3.19)

Ein Erzeugendensystem von Y} ist durch die Funktionen A; gegeben, welche auf genau
einem Dreieck gleich 1 — |T;| fiir ein T; € 7Ty, sind und sonst —|7;|. Mit diesen Funktionen
lasst sich leicht eine beliebige Funktion aus Yj konstruieren. Das Erzeugendensystem
enthélt fiir h = %,l € N, 212 Funktionen.

Offensichtlich ist Y3, C Y, alsoist ||y, = |-|y- Jedoch gilt im Allgemeinen nicht X} C
X. Dies liegt daran, dass die Geschwindigkeitskomponenten im Allgemeinen Spriinge an
den Kanten d € Dj besitzen. Aus diesem Grund wird die Finite-Elemente-Methode als
nicht-konform bezeichnet.

In Analogie zu den beiden Bilinearformen und des Funktionals des kontinuierlichen
Stokes-Problems aus Abschnitt werden nun die Operatoren des diskreten Problems
definiert. Fiir gegebene up, vy € Xp und pp € Yy, sei

uh,vh z / Vuh,Vvh

T€ETh

bh(Up,pp) == — Y /dWUh prdp (3.20)

TETh,

= > / (up, 1) dp

TeTh
(3.21)
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Hierbei sei f € L?(2)2. Das diskrete Stokes-Problem kann nun wie folgt formuliert werden:
Finde u; € X, und pp, € Y}, so dass gilt:

ah(uh,vh) + b(Vh,ph) = lh(Vh) fir alle v, € Xy,
bh(uh,wh) =0 fir alle wy, € Y}, (3.22)

Es gilt der folgende
Satz 3.4. (1) Fir alle h=1/1 >0 mitl € N und alle v, € X}, gilt

an(vh, vn) = |val%, - (3.23)

(2) Es gilt die inf-sup-Bedingung

inf b (up, wp)

s M > K fiir ein K > 0. (3.24)
w YR \{0} wye X\ {0} |Unlx, - [waly,

(8) Der Raum Vi, := {vy, € X mit by(vp, wp,) = 0 fiir alle wy, € Yy} ist ungleich dem
trivialen Raum {0} und es gilt

Vi = {v, € X, mit divy v, =0} . (3.25)

Hierbei bezeichnet divy, die elementweise, fir alle T € Ty, definierte, gebrochene (element-
weise schwache) Divergenz divy, vy = (div vp) 7.

Beweis. (1) Fiir vi, € X, ist

an(Vi, Vi) = ) /(VVmVVhWM: > Ve = Vi, (3.26)
TeTh T TeTh

(2) Sei zunéchst der Operator Ej : X — X, definiert tiber

& [yvdH!,  falls d € D,

, (3.27)
0, falls d € D;j \ Dy,

(Epv)(mg) := {
wobei v eingeschriankt auf eine Kante d im Spursinne zu verstehen ist. Da die Elemente
aus Xj, eindeutig durch die Werte auf den Kantenmittelpunkten festgelegt werden, ist
Ej, damit wohldefiniert. Wegen der Linearitdt des Integrals ist Ej, ein linearer Operator.
Seien nun wy, € Y und v € X beliebig gewdhlt. Dann gilt

bh(EhV, wh) = — Z / div EhV * Wh du
T

TeT
= — Z (wh)|T/ diVEthM, (3.28)
= T
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da wy, stiickweise konstant ist. Die Integrale kénnen nun geméf Satz iiber den Rand
ausgewertet werden und da Ejv stiickweise linear ist, kann die Mittelpunktsregel ange-
wendet werden. Damit erhélt man schlieklich mit der Definition von Ej,

b (Ehv wh Z W, Z / nT,EhV Cl?‘[l

TET deD;; , dCaT

=Y wl{ Yl (ar Ev(my)

TET deD;,dcoT
:_th Z /nT, ) dH?
TET;, deD; ,dcoT
=— Z /leV wp, dit
TeTh
= bp(v,wp) = b(v,wy). (3.29)

Sei nun weiterhin v € X und T € T}, beliebig. Da Ejv stiickweise linear ist und %i—"Tv =

((np, V(ERv)1), (np, V(ELv)2))T damit stiickweise konstant, folgt zuniichst mit Hilfe des
Satzes 2.2] fiir die H'-Halbnorm

|Env iy = / (VE,v,VE,v)du
T

E
= / <8a Y By dH — / (AEw, Epv) dp
nr T

— <aEhV,Ehv>dH1— aEhV /E dm'. (3.30)

on
T deD;; ,dcaT

Die Mittelpunktsregel und nochmalige Anwendung des Satzes ergeben
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<9Ehv / 1
Epv|? = | EyvdH
‘ h ‘Hl(T)2 Z anT p h

deD; dCaT

= Y 2B g (B (m)

Oon
deD; dcor © T

E
- Z 06 i '/val’H1
depy dcor OMT Jd
OEyv

= V) dH!
aT< ony v)

:/ <88Ehv,v> d’Hl—/<AEhv,v> du
or onr T

= / (VERv,Vv)dp < |Epv]gryz|[v]g )2 (3.31)
T

unter Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Damit folgt fiir die Norm | - |x,
unter Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Summen

EnvX, = D 1 Bwvlingy: < Y 1B Vim @y < |Bwvlx,vimee, (332)
TeTy TeT,

also insbesondere

[Env|x, < [vlma)e (3.33)
Nach dem Beweis von Satz gilt die inf-sup-Bedingung fiir das kontinuierliche Stokes-
Problem. Es gilt also mit den Notationen aus Abschnitt

inf sup _blu,w) > K firein K > 0. (3.34)
wey \{0} ue x\{o} [ulx - |wly

Zunichst sei wy, € Y, CY mit |wp|y = 1. Wegen der Infimumseigenschaft gilt damit

b b
sup M > inf su M >K . (3.35)
aex\fo} ulx 7 wer\{o} uexiop fulx - Jwly
Wihle nun € := % > 0, dann gibt es ein v € X, so dass gilt
b b K
(V’wh)_ sup M—ezK—e:—>O. (3.36)
IVix " uexvior lulx 2
Damit gilt wegen der Linearitdt von b fiir vq := W mit |vi|x = 1 unter Zuhilfenahme
von ([3.30))
b(vi,wp) = bp(Epvy,wp) > €>0 (3.37)
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und somit mit ([3.34) wegen

b
sup bn(un, wn) > by (Epvi,wy) > € (3.38)

u, €X,\{0} lunlx,
die inf-sup-Bedingung, also (2).

(3) Zuerst wird gezeigt, dass Vj, # {0}. Dazu wird Satz[3.2| benutzt. Sei angenommen,
dass Vj, = {0} gilt und sei analog zu den Notationen aus Satz By, ein Isomorphismus
von VhL C Xpnach Yy'. Da Xj, = V@ VhL und dim Y} = dim Y},, muss wegen Isomorphie
dim X} = dim Y}, gelten. Eine Basis von X}, bzw. ein Erzeugendensystem von Y} wurden
zu Beginn dieses Kapitels angegeben. Die Basis von X}, enthélt demnach fiir h = %,l eN
genau 2(31% — 21) Basisfunktionen (pro Geschwindigkeitskomponente 3 Basiselemente pro
Quadrat (Knoten der diagonalen, unteren und rechten Kante) minus 2! Freiheitsgrade
auf dem rechten und unteren Rand von €2, wenn man von links nach rechts und unten
nach oben zihlt ). Das Erzeugendensystem von Y}, besteht jedoch nur aus 2{?> Elementen,
jede Basis von Y}, demnach aus weniger als 202 < 2(31%2 — 2) Elementen, also fiihrt die
Annahme Vj, = {0} zu einem Widerspruch.

Sei nun v, € V3. Da v € X}, und somit stlickweise linear ist, ist div v, eingeschréinkt
auf ein Dreieck T € Tp, konstant. Damit liegt divvy, in Yy, woraus by (vy,divvy) =
— Y ey, Jp(divvy)? du = 0 folgt. Dies impliziert divy, v, = 0.

Sei andererseits divy v, = 0 und wp, € Yj beliebig. Dann ergibt Multiplikation der
Gleichung mit wy, und Integration iiber alle T € 7Ty,

Z / div vy - wp dp = 0 = —=bp(vp, wp), (3.39)
Te1, ’ T

also v, € Vj,. Damit ist auch (3) bewiesen.
O

Bevor die Fehler der diskreten Lisung hegeleitet werden, sei angemerkt, dass Satz
wegen Satz die eindeutige Losbarkeit des diskreten Stokes-Problems garantiert.
Der Satz von Lax-Milgram, Satz impliziert daher, dass die Geschwindigkeit des
diskreten Problems auch alleine mit Hilfe des Raums V}, gefunden werden kann.
Das Problem ist also dquivalent zu:

Finde uy, € V4, so dass gilt:

ah(uh,vh) = lh(vh) fir alle vy, € V. (3.40)
Der néchste Satz schitzt den Konsistenzfehler des Problems ([3.40)) ab.

Satz 3.5. Sei (u,p) € X XY die eindeutige (schwache) Lisung des kontinuierlichen
Stokes-Problems und es gelte w € H*(Q) und p € H'(Q). Dann gilt fiir alle ve V @V,
und den Notationen wie in Satz[3.4)

lan(u, v) — lh(v)] < K - h{|ulg2)2 + |Pla @ dHolx,,  fir ein K > 0. (3.41)
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Beweis. Sei also v € V @& V. Zuniichst wird gezeigt, dass f = —Au + Vp gilt. Wegen
den Voraussetzungen an u und p und des Satzes gilt fiir alle v € H(Q)? und damit
insbesondere fiir alle v € C§°(2)? nach einmaliger partieller Integration der schwachen
Formulierung des Stokes-Problems

/(—Au+ Vp)-vdu = / f-vdpu, (3.42)
Q Q

also

/(—Au—i—Vp—f) -vdp = 0. (3.43)
Q

Damit gilt nach Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung auf alle
Komponentenfunktionen, siehe |1, Abschn.3.1|, dass f = —Au+ Vp (p-f.i.).
Hiermit folgt fiir den Konsistenzfehler zunichst

an(u,v) — Z/Vu Vv) — (£,v)du

TET),

Z/Vu Vv) + (Au,v) — (Vp,v) du

TET,
=> vydi = ) / Vp, v
TeT, 7T 8naT TeTh
1 1
dez’;/[andv} dH +dz /and Y dH
€D;\Dy,
TET,

wobei [-]g den Sprung an der Kante d bezeichnet, der entsteht, da jede Kante d € Dy,
in genau zwei benachbarten Dreiecken enthalten ist. Es gilt fiir solch ein d C Ty N T,
T17 T2 € 771

V) + (—,V), (3.45)

[ ( ou >} . ou ou
a  Ongnom)’ M (grary)

-—,V
8nd’

wobel n(gnar;) bzw. nyna7,) die nach auken zeigenden Normalenvektoren auf d bzgl. Ty
bzw. Ty bezeichnen. Es sei bemerkt, dass der Normalenvektor ng fiir gegebene Kante
d € Dj als derjenige Vektor definiert ist, der im mathematisch negativen Sinne senkrecht
auf d steht.

Die Integranden werden nun nacheinander abgeschétzt. Dies wird hier nur angedeutet,
die genaue Herleitung findet sich in |8, Kap.4, Abschn.1] und |7, Kap.2, Abschn.7]. Fiir
die Abschétzungen werden zwei neue Definitionen bendtigt. Zum Einen bezeichne v :=
ﬁfdvdHl fir ein d € Dj. Zum Anderen sei der nodale Interpolationsoperator mit
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I, : XN H%(Q)? — (X, NC(Q) N HE)? bezeichnet, welcher iiber (I,u)(mg) := u(my) fiir
alle d € D; und gegebenes u € X N H?(Q)? definiert ist (siehe hierzu die ausfiihrlichen
Abschnitte aus [§8], insbesondere [8, Kap.2, Abschn.4]).

Fiir eine gegebene Kante d € Dj ist %Ir’;: konstant und weiterhin ist [, v —vg4 dH' =0
per Definition. Damit folgt einerseits fiir d € Dj, dass fd<%{’;:,v — va) dH! = 0 ist,

andererseits ist fiir eine innere Kante d € D), das Integral [, [(%‘d,v - \’/d>L dH' = 0.

Zuletzt gilt fiir eine beliebige dufere Kante d € D \ Dy, dass v4 = 0 auf Grund des
Mittelwertsatzes, falls v € V;, und auf Grund der Randbedingungen, falls v e V C X
(vgl. hierzu auch [8, Kap.4,Abschn.1]). Die Aussagen ergeben damit

Z /T<Vu,VV>+<Au,V>du: Zé[(W,v—vdﬁ dH!

TET, deDy, d

deD;\ Dy,

In [8] wird in den oben angegebenen Abschnitten dann gezeigt, dass alle Summanden der
rechten Seite durch K - V| g1 (12 [u] g2 (py2 fiir ein K € R nach oben abgeschiitzt werden
konnen, wenn 7' € T, und d C 97T gilt. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Summen
liefert dann, da u € H?(Q),

Z /T<Vu, Vv) + (Au, v)du| < K - hlv|x, [al g2 )2 (3.47)
TET,

Nun muss noch der Druckterm des Konsistenzfehlers abgeschitzt werden. Es gilt mit

Satz

-y /T<Vp,V>du

TeTh
=Y /divv-pdu— > /[p<v, ng)ly di' — /p<v,nd> M. (3.48)
TeT, T deDy, 74 deD;\Dy, 7 4

Man kann analog zu den Abschétzungen der Geschwindigkeit u zeigen, dass dann fiir ein
K € R gilt:

Z/d[pw,ndﬂd '+ S /dp(v,nd>d7-[1 <K hlplgoylvlx,.  (3.49)

deDy, deD;\ Dy,

Zum Abschétzen des Terms ZTeTh fT divv - pdp wird die L?-Projektion 7, : Y — Y},
benutzt (siehe [8]), die iiber (mpw, yp)y := (w,yp)y fir alle y, € Y}, definiert ist.
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Ist v € V, so verschwindet das Integral auf Grund der Definition von V. Sei daher
v € V, dann gilt, da 7, in die stiickweise konstanten Funktionen abbildet,

Z /divv-pd,u: Z /divv-(p—whp)d,u
T T

TET, TeTh

< Y Ip = mrplraery | div v] 2y

TeT,
2ab<a?+b? 1
<Y 25 p— mpl e VI ey
TET),

1
<22 - |p — mpl o)l vix,
<K- hlplgio)lvlx,, fiir ein K eR. (3.50)

Fiir den letzten Schritt sei auf |7, Kap.1, Abschn.4] verwiesen. Damit sind alle Terme des
Konsistenzfehlers abgeschitzt und der Satz ist bewiesen. O

Nach Satz[3.4und Satz[3.5 werden noch zwei Hilfssétze benétigt, um das Hauptergebnis
dieses Abschnitts beweisen zu kénnen.

Lemma 3.1. Die Bezeichnungen seien wie in Satz und (u,p) sei die Losung des konti-
nuterlichen Stokes-Problems. Bezeichnet uy, die Losung der Geschwindigkeit des diskreten
Stokes-Problems (3.22)), so gilt

lu—up|x, <2 inf |u—wvlx, + K- h{|ulp2p2 + [plmo)} (3.51)
v, €V
fir ein K > 0.

Beweis. Sei vy, # up € Vi, C X, beliebig gewdhlt und qp, := up — vp. Zunéchst gilt nach
Satz 3.4 |, %, < an(ay, q;)- Es gilt

lanl%, < anlan, a,) = an(w, — vi, qz) = ap(u —vi, qz) + an(up, qz) — an(u, q)
= ap(u —vp,qp) +ln(ay) — an(u, qp)
< lu— vulx,lanlx, + [a(ay) — an(u, qp)|
< [u—vulx,lanlx, + K- m{lulgz)pe + plav o Halx,.  (3.52)

Dabei wurde aj, wie a im Beweis von Satz[3.3|bei dem Nachweis der Stetigkeit abgeschétzt
und im letzten Schritt Satz [3.5] auf den Konsistenzfehler angewendet. Division durch

lay|x, ergibt

[up — vilx, < [u—vilx, + K- h{|ulg2q) + [Pl (3.53)

Mit der Dreiecksungleichung gilt zuletzt [u —uy|x, < |u—vi|x, +|un —vi|x,, also folgt
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|u—uh|X,L < \u—vh|Xh+]uh—vh]Xh < 2-|u—vh]Xh+K‘h{]u|H2(Q)z+|p\H1(Q)}. (354)

Da dies fiir beliebiges v, € V3 giltﬂ, gilt die Gleichung auch fiir das Infimum iiber alle
v, € V3, womit das Lemma bewiesen ist.
O

Lemma 3.2. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Lemma [3.1 Sei
zusitzlich g € L*(Q)* und sei (ug, pq) bzw. (ugn,pqn) die Lésung des kontinuierlichen
Stokes-Problems mit rechter Seite

I(v) = / (g, v)du = (q,v)12(q)2, fiir alleve X (3.55)
Q
bzw. des diskreten Stokes-Problems mit rechter Seite
In(vp) = Z /(q, vp) di = (q, V) 22, fiir alle vy, € X (3.56)
Te7;, T

Dann gilt fiir den Fehler

lu—unlrz@e < sup  {u—unlx,|ug — ugnlx,
qcL2(2)2,
||‘IHL2(Q)2:1
+ K - h{|ug|g2()2 + [Pglrr o) }Hu — unlx,
+ K - h{|ul 2z + Iplg o) Hug — vgnlx, } - (3.57)
Beweis. Zunichst gilt wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir gegebenes q € L?(2)?
mit |qf 22 =1

(dyu—up)r20p2 < 1-Ju—upfr2q)e- (3.58)
Da (u—up)/|u—up| 22 € L*(Q)?, gilt also

lu—unlr2@2 = sup (g, u—up)r2q)p- (3.59)
acL?(Q)?,
Hq”L2(Q)2:1

Weiterhin gilt

(@, u—up)r20)2 = (q,u) 12(0)2 — (A, Un) 2(02)2
= a(u,uq) — ap(up, ugn)
= ap(u, uq) — ap(up, uq,h)

=ap(u —up,uq — ugp) + ap(u —up,ugp) + ap(up, ug — ugp).
(3.60)

*Der Fall vj, = uy, ergibt die Abschitzung trivialerweise mit der Dreiecksungleichung.

25



3 Die stationdren Stokes-Gleichungen

Fiir die beiden letzten Summanden gilt

an(Un, Uq — Ug,n) = ap(un, Uq) — an(u, uq) + an(u, ug) — ap(up, ug,n)
= ap(up, uq) — ap(u, uq) + (u, q>L2(Q)2 — (up, q>L2(Q)2

= —ap(u —up, ug) + (U —up, Q) r2)2. (3.61)

und

ap(u —up, uqp) = ap(u, ugn) — an(u, ug) + an(u, uq) — ap(up, ug,n)
= —an(u,uq — ugn) + lh(ug) — la(ug,)
= —ap(u,uq —ugp) + lh(ug — ugp). (3.62)
Es sei hierbei angemerkt, dass wegen up,uq, € Vj, nur die Formulierung aus Gleichung

(3-40) betrachtet werden muss. Wegen (u — up, q)r2(q)2 = I(w) = In(up) = I(u—up)
erhilt man die Abschitzung

<q7 u-— uh>L2(Q)2 S ah(u — Up, uq - uq,h)
+ lan(u,uqg —ugp) — lh(ug — ug,)|
+ |ap(u — up, ug) — lp(u —uy)|. (3.63)
Die Anwendung der Stetigkeit von ay, fiir den ersten Summanden und des Satzes
fiir die beiden letzten Summanden sowie anschlielfende Bildung des Supremums ergibt

schlieflich die behauptete Abschétzung.
O

Nun kann das Hauptergebnis dieses Abschnitts bewiesen werden.

Satz 3.6. Seien u und p wie in Salz und sei (up,pp) die eindeutige Losung des
diskreten Stokes-Problems (3.22). Dann gelten fir konvezes S, also insbesondere das
hier gewdhlte Q = (0,1) x (0,1) die folgenden Fehlerabschatzungen.:

lu—up|x, + |p —prlre) < Kih{lulg2(q)p + [pla1 )} (3.64)

und

lu— w22 < Kab?{|ulg2)2 + [plao)} (3.65)
fiir zwei Konstanten K1, Ky € R.

Beweis. Es werden zunéchst die Geschwindigkeitsterme abgeschétzt. Unter Benutzung
der beiden vorangegangen Lemmata ergeben sich sofort

lu—uplx, < QViTg/ lu = valx, + K- h{[ulg2)2 + plaio)} (3.66)
h h
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und mit denselben Bezeichnungen wie in Lemma [3.2

lu—unfre@ez < sup  {lu—unlx,lug —ugn
a€L?2(Q)2,
HQHLQ(Q)?:l

Xp

+ K- h{\uq\H2(Q)2 + ’pq|H1(Q)}|u —up|x,
+ K - h{|u|g2 2 + [plar @)} ug —ugnlx, ). (3.67)
Um die Terme proportional zu [uqg|g2(q)2 + [Pql g1 () abschéitzen zu kdnnen, sei auf Satz
3.5 aus |7, Kap.3| verwiesen. Auf Grund der Konvexitéit von  garantiert der Satz, dass
diese Terme durch K - lalz2(q)2 fiir ein K € R nach oben abgeschiitzt werden kénnen.
Als néchstes wird 2infy, ¢y, |u — vp|x, nach oben abgeschétzt. Dazu sei der Operator
E;, : X — X wie in Satz und der Interpolationsoperator I;, : X N H?(Q)? —
(X, NC(Q) N HY)? wie in S definiert. Wegen u € V, ist Epu € Vj, und es gilt
folglich infy, ey, |[u — vp|x, < |u— Ejpulx,. Da der Interpolationsoperator in den Raum
X}, abbildet, dessen Funktionen stiickweise linear sind, gilt Eplpu = [u. Damit ergibt
sich

\u — Ehu|Xh < |u — Ihu|Xh + \Ihu — Ehu|Xh
= |u — Ihu|Xh + \Eh(Ihu - u)|Xh. (368)

Gleichung (3.33) aus dem Beweis des Satzes [3.4] ergibt dann

|lu — Ihu’Xh + |Ep(Ipu — u)|Xh <|u-— Ihu‘Xh + |[Ipu — u|H1(Q)2. (3.69)

Da aukerdem |[u — Ipu|x, = [u— [pulgi(q)2, folgt

lu— Epulx, <2u-— Ihu|H1(Q)2 < Ky - h|u\H2(Q)2, (3.70)
wobei im letzten Schritt wieder auf |7, Kap.1,Abschn.4] verwiesen wird.
Insgesamt ergeben sich bei Zusammenfassung aller Abschétzungen die beiden Unglei-
chungen
lu—uulx, < Ks-h{lulgpe + plme)} (3.711)

und

Ju— w202 < Koh* {Julm2(0y2 + [plmio)}- (3.72)

Die Geschwindigkeitsabschéitzungen sind damit bewiesen. Nun muss noch der Fehler des
Drucks abgeschitzt werden. Hierzu bezeichne zunéchst 7, : Y — Y}, die L?-Projektion
wie in Satz Die Dreiecksgleichung ergibt

Ip = prlzz) < Ip — maplrz) + I76p — Pl L2 (3.73)
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und mit Verweis auf die Voraussetzung an p sowie |7, Kap.1,Abschn.4] gilt

Ip — Tnpnl2(e) < K- hiplm ). (3.74)

Fir die weiteren Schritte sei auf die inf-sup-Bedingung des Satzes erinnert. Die
Konstante aus der inf-sup-Bedingung sei ¢, dann gilt

vhex\{0} [Valx, - |mnp — prlr2(o)

und nach Multiplikation mit |p — 7ppp|2(q) bzw. Division durch é

b _
- sup Wi ThP ~ Ph) _ sup  bp(Vh, Thp — pr), (3.76)
vhEXR\{0} Vil x,

vy €Xp\{0},
[vilx, =1

7P = Prlr2@) <

ol =
[T

das heifit, es reicht aus, die rechte Seite der letzten Ungleichung abzuschétzen. Sei dazu
vy, € Xp, mit |vy|x, = 1. Es ist

b (Vi, Thp — pr) = ba(Vh, Thp — p) 4+ bp(Vi, D — Dp). (3.77)

Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung und wie in den Abschétzungen zuvor gilt

br (Vi mhp = p) = | > /(WhP—P)'diVVhdu
TeT, /T

< Z | divvalrecry - Imnp — plr2(7)
TET,
2ab<a?+b2 1
22 ) Vil - lmnp — plizr

TeTs
< |vnlx, - lmnp = plr2) < Ks - hiplgiq)- (3.78)
Fiir den zweiten Summanden gilt unter Benutzung von f = —Au+ Vp

bo(Vh, P — ) = bp(Vh,p) + an(up, vi) — lh(vp)

= ap(up —u,vp) + Z /(Vua Vi) + (Au,vp) —p-divvy, — (Vp, vp) dp.
TeT;, T
(3.79)

Der Vergleich mit den Gleichungen (3.47)), (3.49) und (3.50) zeigt unter Zuhilfenahme
der Geschwindigkeitsabschédtzungen zundchst die Abschétzung der rechten Summe durch
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Z /T<Vu, Vvp) —p-divvy — (Vp,vp) du < Kﬁ . h{|u|H2(Q)2 + |p’H1(Q)} (3.80)
TeTh

unter Verwendung der Tatsache, dass |vp|x, = 1 gilt. Der linke Term kann wegen der
Stetigkeit von ap durch

an(up, —u,vy) < |up —ulx, < Kr-h{[alg2p + plgo)} (3.81)

abgeschiitzt werden. Damit ist schlieblich die Abschétzung von [p — mapn[r2(o) eben-
so bewiesen. Nimmt man das Maximum {iber die bei allen Abschitzungen bendtigten
Konstanten, so kann das Hauptergebnis nochmals zusammengefasst werden. Es gelten

[u—unlx, + [P = prlr2) < Kib{|[ulg2@) + plai@)} (3.82)

und

lu— uplz2 ()2 < Koh*{|ulp2iqp2 + [plrio)} (3.83)
fiir zwei Konstanten K7, Ko € R. Es sei angemerkt, dass die zweite Gleichung impliziert,
dass die L?-Norm im Limes h — 0 gegen 0 konvergiert. Demnach gibt es eine Teilfolge
(up*) von uy, die sogar punktweise f.ii. gegen die Losung u des kontinuierlichen Problems
konvergiert (zu beachten ist hierbei, dass im Rahmen dieser Arbeit bisher immer h = %
fiir ein [ € N angenommen wurde).

O

3.2.2 Numerische Studie der Methode

Die Fehlerabschitzungen aus Satz des vorangegangen Abschnitts sollen nun anhand
dreier Beispiele mit numerisch erhaltenen Ergebnissen iiberpriift werden. Es sei zunéchst
an die schwache Formulierung des Stokes-Problems erinnert.

Sei 2 C R? ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet und f € L?(Q)2. Dann finde u € H}(Q2)?
und p € L3(Q), so dass fiir alle v € H}(2)? und alle w € LE(Q2)

/(Vu,Vv)d,u—/divv-pd,u = /(f,v>du
Q Q Q

/ divu-wdy = 0 (3.84)
Q
gilt. Das hier gewéhlte Gebiet sei wie im vorherigen Abschnitt 2 = (0,1) x (0,1). Vor-

bereitend auf Kapitel {4 sei weiterhin eine Defintion und folgender Satz gegeben (sie-
he |3, Kap.2|)

Definition 3.1. Der Operator curl : H}(Q) — L*(Q)? ist fiir v € HE(Q) definiert durch

curlv := (9yv, —01v)7. (3.85)
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Es gilt folgender

Satz 3.7 (Helmholtz-Zerlegung). Seien Q@ C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und
v € L*(Q)%. Dann lisst sich v schreiben als

v=Vp+ curly, (3.86)
und es gilt ¢ € H*(Q) mit
(Vo, V)2 = (0, V) o) fiir alle p e H' () (3.87)
sowie 1 € HL(Q) mit
(curl e, curl x) r2(q) = (v — Vi, curl x)2(qy  fiir alle x € H3(Q). (3.88)

Jedes Vektorfeld aus L?(2)? setzt sich also aus einem Gradienten- und einem Rotati-
onsanteil zusammen. In den folgenden drei Beispielen sollen sich die rechten Seiten[ﬂ f;,
i € {1,2,3}, der Stokes-Gleichungen nur im Gradientenanteil unterscheiden. Die Funk-
tionen werden genau so konstruiert, dass die exakten Lésungen der klassischen Stokes-
Gleichungen sofort bekannt sind, d.h. f; wird fiir zwei gegebene Funktionen als —Au+Vp;
definiert. Zunichst wird dazu eine divergenzfreie, vektorwertige Funktion u konstruiert.
Es wird folgender Ansatz gemacht:

u := curlr. (3.89)

Dabei ist r(z,y) = 22(1 — z)%y?(1 — y)? ein Polynom 8-ten Grades. Durch diesen Ansatz
ergibt sich fiir die Divergenz von u

divu = 01(02r(x,y)) + 02(—=017(x,y)) = 01027 (2, y) — 01027 (2, y) = 0, (3.90)

weil r glatt ist und die (klassischen) partiellen Ableitungen 9;(-) somit vertauscht werden
diirfen. Als néichstes wird eine Funktion fiir den Druck p konstruiert, die in L2(2) liegt.
Auch hier soll p der Einfachheit halber ein Polynom sein. Die Bedingung, dass p € L3(Q)
ist, kann auf einfache Weise dadurch erfiillt werden, in dem zunéchst ein Polynom-Ansatz
p gemacht wird. Die Druckfunktion p wird dann erhalten, in dem p(z,y) = p(x,y) —
ﬁ Jo Pdp definiert wird. Im ersten Beispiel sei

pi(z,y) =0 (3.91)

und im zweiten bzw. dritten Beispiel sei

p2(z,y) =100 (z(1 — z)y(1 —y) — 1/36) (3.92)

bzw.

“Im Folgenden wird hiermit abkiirzend die Funktion f des Integranden der rechten Seite der Stokes-
Gleichungen gemeint.
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pa(@,y) = 10° - (2(1 — 2)y(1 - ) — 1/36). (3.93)
Mit dem Satz von Fubini folgt

/pi du=0 firie{1,2,3}. (3.94)
Q

Schlieflich werden die Funktionen f;, i € {1,2, 3}, der rechten Seite des Stokes-Problems
wie oben bemerkt definiert:

fi .= —Au+ Vp;. (3.95)

Die Funktionen (u,p;), ¢ € {1,2,3}, entsprechen damit den Lésungen der klassischen
Stokes-Gleichungen mit rechten Seiten f;. Da alle Funktionen hinreichend glatt sind,
entsprechen die Losungen (u,p;) auch den schwachen Losungen. Es ergibt sich fiir die
Komponenten der rechten Seiten

(£)1 = —4- 2y — 1) - (y* + 62%y* — 629> — y — 622y + 62y + 322 — 623 + 3z%)
+ei-(1=22) y-(1-y)
(£)2 =4- 2z — 1) - (2% — 622y + 62%y% — z + 6xy — 62> + 3y + 3y* — 61%)
+ex-(1—x)(1-2y), (3.96)
wobei ¢ = 0, co = 100 und c3 = 10° sind.
Die numerische Losung wird durch die Losung der Diskretisierung des Stokes-Problems
geméfs Abschnitt bestimmt. Die Funktionen uy bzw. p;, werden im Losungsansatz als
Linearkombinationen der in Abschnitt [3.2.1] beschriebenen Basisfunktionen der Riume

X5, bzw. Yy dargestellt. Um die Koeffizienten der Linearkombinationen zu bestimmen,
wird dann ein lineares Gleichungssystem geméis

ap(u,v) +byp(v,p) = Ix(v),
bu,w) = 0. (3.97)

mit

ap(up, vy) = Z /(Vuh,VVfJ dp,
T

=
bh(un, pr) = — Y /divuh - ph dp, (3.98)
TeT, ' T
itan) = S [ twt)d
TeT, T

(3.99)
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Abbildung 3.2: Exakte Geschwindigkeit u und numerisch berechnete Geschwindigkeitsfelder u, mit
Gitterweite h = 11—6

aufgestellt. Anschliefend kénnen die Normen [u—uy|x,, [p—prlr2(o) und [u—up|r2q)2
numerisch berechnet werden. Die Implementationen aller im Rahmen dieser Arbeit be-
nétigten Methoden erfolgte mit MATLAB. Die Quelltexte der wichtigsten benutzten
Methoden befinden sich im Anhang [6] Gleichungssysteme werden in den Methoden mit
dem MATLAB-Befehl "\ "(Backslash) geldst. Integrale wurden fiir die in diesem Kapi-
tel dargestellten numerischen Ergebnisse mit Hilfe von Quadraturformeln 5. Ordnung
berechnet (siehe [9, Kap.9]).

Bevor die Ergebnisse der Fehlernormen diskutiert werden, sollen zunéchst die nume-
risch bestimmten Geschwindigkeitsfelder der drei Beispiele im Vergleich zur exakten Ge-
schwindigkeit gezeigt werden. Diese befinden sich fiir die Gitterweite h = 1—16 in Abbildung
[3:2] Die Bilder lassen bei dem Vergleich zwischen exakter und numerisch bestimmter Ge-
schwindigkeit deutlich erkennen, dass die Abweichung zwischen exakter und numerischer
Losung mit steigendem Druck zunimmt. Dies ist in Ubereinstimmung mit den Fehler-
abschiitzungen aus Satz [3.6f Da die obere Schranke der Fehler von der H'-Norm des
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Drucks p abhéngt und die Driicke p; der Beispiele mit zunehmendem ¢ gréfser werden, ist
zu erwarten, dass auch die Fehler zwischen der exakten und den numerisch bestimmten
Geschwindigkeiten zunehmen. Die berechneten Fehler der drei Beispiele in Abhéngigkeit
der Gitterweite h befinden sich in den Tabellen [3.1], 3.2l und Bei allen Beispielen lésst
sich die lineare Konvergenzordnung der Geschwindigkeit in der X;,-Norm und die quadra-
tische Konvergenzordnung der L2-Norm beobachten, was gemif den Fehlerabschitzungen
aus Satz erwartet wird. Auch die lineare Konvergenzordnung des Druckfehlers wird
deutlich. Exemplarisch sind die Fehler der beiden feinsten Gitter des ersten Beispiels gra-
phisch in Abbildung zu sehen. Die Geraden entsprechen mit MATLAB berechneten
linearen Regressionen. Die Darstellung ist doppellogarithmisch, so dass die Steigungen
der Graphen die Konvergenzordnungen angeben. Wie schon bei der graphischen Darstel-
lung der Geschwindigkeitsfelder deutlich wurde, nimmt der Geschwindigkeitsfehler mit
grofer werdendem Druck in Ubereinstimmung mit den Fehlerabschitzungen aus Satz
zu. Die exakte Geschwindigkeit u des Stokes-Problems ist jedoch in allen Beispielen
dieselbe. Interpretiert man die Beispiele als Modellierungen bestimmter physikalischer
Systeme, bedeutet dies, dass die Methode die Situationen nicht verlisslich simulieren
kann. Dies stellt ein praktisches Problem dar, welches nach Moglichkeit vermieden wer-
den sollte. Wiinschenswert wére es, eine Methode angeben zu kénnen, bei der zwar die
Konvergenzordnungen fiir die Fehler der Geschwindigkeit wie in den Abschétzungen aus
Satz erhalten bleiben, bei der aber die Geschwindigkeitsfehler nicht mehr von dem
Fehler des Drucks abhéngen. Ein Ansatz fiir solch eine Methode wird in Kapitel {4 vor-
gestellt und numerisch anhand der hier behandelten Beispiele untersucht.
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h

[u —unl20)2 | lu—ulx, | Ip — prli2o) |
0.25 0.008948571284762 | 0.098288462658135 | 0.095452656839553
0.125 0.002788386373344 | 0.053982408333072 | 0.048091048122534
0.0625 | 7.658052298114011e-04 | 0.027921667034641 | 0.022922406628642
0.03125 | 1.971181882944330e-04 | 0.014101310103717 | 0.011161214632537
0.015625 | 4.967007640367334e-05 | 0.007069460842952 | 0.005531672497883

Tabelle 3.1: Fehler zwischen analytischer Lésung (u,p) und numerischer Lésung (up, pp) mit rechter
Seite f;.

h |u —unf 20 lu—upx, Ip — prlr2@) |
0.25 0.087351803133336 | 0.926591775404715 | 0.950908605938613
0.125 0.027347480104010 | 0.511735469207213 | 0.478954204627889
0.0625 0.007523006530653 | 0.265243365779622 | 0.228271152103115
0.03125 0.001937261066399 | 0.134040514946990 | 0.111143929435318
0.015625 | 4.882076900466271e-04 | 0.067210383123744 | 0.055083870812980

Tabelle 3.2: Fehler zwischen analytischer Losung (u,p) und numerischer Losung (up,pr) mit rechter

Seite f>.

h

Jlu—upl22 | lu—ulx, | Ip — prli2q) |
0.25 | 8.732998248628583e+02 | 9.260057029989490e+-03 | 9.508719906364078e+03
0.125 | 2.734200840670421e+02 | 5.114438761217760e+03 | 4.789344034937319e+03
0.0625 75.216300625882525 | 2.650984638892394e+03 | 2.282615064131007e+03
0.03125 19.369154013438578 | 1.339682334606627e+03 | 1.111391899088516e+03
0.015625 4.881211475426340 | 6.717426698166273e+02 | 5.508151372889553e+02

Tabelle 3.3: Fehler zwischen analytischer Lésung (u,p) und numerischer Losung (up, pp) mit rechter

Seite f3.
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(a) Xp-Fehlernorm zwischen u und uy. Die Steigung(b) L*-Fehlernorm zwischen u und uy. Die Steigung
m der von MATLAB berechneten Regressionsge- m der von MATLAB berechneten Regressionsge-
raden entspricht m = 0.996157108370060. raden entspricht m = 1.988612030375877.
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(c) L3-Fehlernorm zwischen p und pj. Die Steigung
m der von MATLAB berechneten Regressionsge-
raden entspricht m = 1.012706389210878.

Abbildung 3.3: Geschwindigkeits- und Druckfehler des Stokes-Problems mit rechter Seite f1 in Abhén-
gigkeit der Gitterweite h.
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4 Eine divergenzfreie Rekonstruktion

Auf Grund der in Abschnitt deutlich gewordenen Problematik der Druckabhén-
gigkeit der Geschwindigkeitsfehler der nicht-konformen Finite-Element-Methode wird in
diesem Kapitel eine divergenzfreie Rekonstruktion vorgestellt, welche dieses Problem 16-
sen soll. Die Idee besteht darin, zu versuchen, die Druckabhéngigkeit der Geschwindig-
keit dadurch zu vermeiden, dass die rechte Seite des diskreten Stokes-Problems verandert
wird. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels soll diese Idee genauer erldutert und der Ansatz
hergeleitet werden. Im zweiten Abschnitt werden die Beispiele aus Abschnitt mit
der neuen Methode berechnet und ausgewertet.

4.1 Motivation und Ansatz der Rekonstruktion

Die Druckabhéngigkeit des Geschwindigkeitsfehlers stellt ein Problem dar, insbesondere
dann, wenn sich die exakte Geschwindigkeit u des Stokes-Problems nicht dndert. Die Ur-
sache des Problems besteht darin, dass sich der Gradientenanteil der Helmholtz-Zerlegung
der rechten Seite f &ndert, was zu einer Anderung der numerisch berechneten Geschwin-
digkeit uy, fiihrt. Eine Anderung der rechten Seite f — f+ Vy, x € L3(Q), hat auf
die exakte Losung des Stokes-Problems jedoch keinen Einfluss (siehe hierzu und fiir das
Folgende [6]). Dies sieht man wie folgt:

Zunichst sei an die variationelle Formulierung des Stokes-Problems erinnert. Seien
Q2 =(0,1) x (0,1) wie in den vorherigen Abschnitten beschrénktes Lipschitz-Gebiet und
f € L?(Q)2. Dann finde u € H}(2)? und p € L(2), so dass fiir alle v € H{(02)? und alle
w e L3(Q)

/(Vu, Vv)du — / divv-pdy = /(ﬂ v) dpu,
Q Q Q
/ divu-wdy = 0 (4.1)
Q

gilt.

Auf Grund des Satzes von Lax-Milgram reicht es zur Bestimmung der Geschwin-
digkeit aus, das folgende Problem zu 18sen:

Sei Q = (0,1) x (0,1) und f € L?(2)2. Dann finde u € V, so dass fiir alle v € V

/Q (Vu, Vv)dy = /Q (£,v) du
(4.2)
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gilt, wobei, wie in Abschnitt die Definition des Raums V durch V := {v €
H}(Q) mit [, divv - wdp = 0 fiir alle w € LE(Q)} gegeben ist. Wird die rechte Seite
f im Gradientenanteil gemaft f — f+ Vi gedindert, so gilt fiir die rechte Seite

/Q<f,V>du %/Q<f+ Vx, v)du
Z/Q<f7V> du+/ﬂ<V><,V> dp. (4.3)

Da v € V, gilt fiir den letzten Summanden unter Anwendung des Satzes 2.2

/(Vx,v>duz—/divv-xd,u20, (4.4)
Q Q

also &ndert sich das Gleichungssystem flir eine Transformation f — f+ Vx nicht.
Fiir die in Abschnitt vorgestellte Methode gilt diese Invarianz allerdings nicht. Mit
den Bezeichnungen aus Abschnitt lautet das diskrete Problem

Finde up, € Vy, so dass fiir alle vy, € V3, gilt:

> /T<Vuh7VVh> dp= Y /T<f,Vh>du. (4.5)

TeTh TeT

Bei Transformation der rechten Seite geméf £ — f+4 Vi ergibt sich hier

> [evidn= 3 [+ Vv da

TeT TETh
=5 [ @i 3 [ (v dn (4.6)
TeTh T TeTh T

Fiir den letzten Summanden gilt unter Verwendung des Satzes 2.2

Z /T<Vx,vh> dp = Z /TdiV(XVh)dM Z /TdiVVh'XdM

TET, TeT), TeTn
= Z /div(xvh)du: Z /[X<Vh>nd>]d '
TETh T dED}L d
—+ Z /X<Vh7 Ild> dHl. (47)
deD;\Dy, d

Der Summand ZTET;L fT div vy, - x du verschwindet, da vy, € Vj,, d.h., divy, v, = 0. Die
Terme der Randintegrale verschwinden im Allgemeinen jedoch nicht, da die Basisfunktio-
nen des Raums X}, im Allgemeinen nicht-verschwindende Spriinge an den Dreieckskanten
besitzen, wie in Abschnitt angedeutet wurde. Dieses Problem motiviert den Ansatz,
das diskrete Problem wie folgt umzuformulieren (vgl. [6]):
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Finde uy € V}, so dass fiir alle vy, € V}, gilt:

T%/Twumv‘w dMZT%;h/T@ Ryvp) dp (4.8)

mit einem geeigneten Rekonstruktionsoperator Ry,.
Der im Folgenden benutzte Ansatz fiir den Operator Ry, soll zwei Bedingungen erfiillen:

(1) Fiir die stiickweise Divergenz von (div Rpvy)ir, T € Th,
soll gelten (div Rpvp)r = (divvy)|r -
(2) Die Normalkomponente von Rpvy, soll konstant auf allen Dreieckskanten
d € Dy, sein mit ((Ryvp)|g, ng) = (vi(mg), ng). (4.9)

Die Bedingungen sollen erfiillt werden, indem Rj in den Raum der Rawiart-Thomas-
Elemente abbildet:

RTy, = {v € L*(Q) mit vir = ar + cr(x — x7) und (v,ng)
ist stetig iiber Dreiecksgrenzen,T' € Ty} . (4.10)

Hierbei bezeichnet xp das Baryzentrum des Dreiecks T € Tp,. Als erste Bemerkung ist
festzuhalten, dass die Normalkomponenten fiir gegebenes Dreieck T € Ty, eines Elements
v € RT}, konstant sind. Dies liegt daran, dass die Normalkomponente (x — x7,ng) fiir
gegebene Kante d € Dj, x € d mit d N 0T # (), dem Abstand zwischen Baryzentrum
xr und Kante d entspricht, somit konstant ist. Da die Elemente v;, € V}, C X}, gerade
so definiert sind, dass sie stetig im Kantenmittelpunkt my einer Kante d eines Dreiecks
T sind, folgt sofort die Stetigkeit der Normalkomponenten eines Elements v der Form
vip = ar + cr(x — x7), wenn die erste Bedingung aus erfiillt ist.

Um die Bedingungen (4.9) zu erfiillen, miissen die freien Parameter ap und cp fiir
gegebenes Dreieck T' € Ty, geeignet gewdhlt werden. Im Folgenden bezeichne (cpl-ﬁ) die
in Abschnitt angegebene Basis von Xj,. Gelten die Bedingungen fir alle ¢, ,
so gelten sie sicherlich auch fiir die Funktionen vy € V;, C Xj, da solch ein vy als
Linearkombination der Basiselemente dargestellt wird. Sei also T € T fest gewéhlt,
@, sei eines der sechs auf T’ nicht-verschwindenden Basiselemente und sei Rpep; ) =
ar + cp(x — xp). Offenbar gilt

div Rpp; , = er + o = 2er (4.11)

und damit ¢y = %div Rpp; - Die erste Bedingung aus (4.9) verlangt daher cp =
%div(cpi,h). Da ¢, j, linear ist, ist div(e; ;) konstant. Mit Satz und der Mittelpunkts-
regel gilt
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4 FEine divergenzfreie Rekonstruktion

Tldivieu) = [ diviodi= 3 [tpunaan’

deD; ,dNOT#D

= > ldlein(ma),na), (4.12)

deD; , dNOT#D

also muss gelten

1
cr = ﬁ Z |d|(p;p(ma), ng). (4.13)
deD; ,dNOT#0
Fiir die Bedingung an ar sei zundchst bemerkt, dass gilt xp = |—%| fTXd,u. Um dies

7u zeigen, sei Ty C R? das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (k,0), (h,h), h € R. Da
Rotationen und Translationen keinen Einfluss auf das Integral haben, weil die zugeh6ren
Jacobi-Determinanten den Wert 1 besitzen, ist es hinreichend, dieses spezielle Dreieck zu
betrachten. Es gilt mit dem Satz von Fubini

1 1 /h /w <a:1> 1 /h ( a3 ) 1 <§h3>
T Xdp = 7 drodry = — drs = —— — X
ol J, 8 Tol Jo Jo \2 2] sa? YT 1p3 T

(4.14)
Aus dieser Aussage folgt sofort, dass

1
ar = / Rup; p dp. (4.15)
T Jr

Weiterhin gilt fiir j € {1,2}, dass div(z;Rpep; ;) = jdiv R, + (R, 1), woraus
unter Ausnutzung des Satzes 2.2 folgt, dass

1 1 ' ) |
’T‘/T(Rh%,h)j dp = ‘T’/leV(ijh‘Pi,h)d/J— ’T|/ij div Rpep; p, dps

1 .
~ 7 Z /<$th<Pi,h7 ng) di' — div Rpp;p - (X1)5,

7 deD; dnoT#0 ¢
(4.16)

da div Ry, j, konstant ist. Unter Ausnutzung der Tatsache, dass die Normalkomponenten
von Rpep; j, konstant sind, folgt weiter mit der Mittelpunktsregel

1 1 .
17 /T(Rh‘Pi,h)j dp = ] Z /d<ijh<Pi*h’ ng) dH' — div Ry, - (x1);
deD;, dNOTH#0

1 .
- 17 Z |d|(mg);{Rpep; p, na) — div Rpep; - (x7); (4.17)
deD; ,dNOT#0
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4 FEine divergenzfreie Rekonstruktion

und wird zuletzt die Bedingung fiir ¢p eingesetzt, ergibt sich fiir ap

1 .
ar = > |dl(ma)(p; p(ma), ng) — divep, ,(mg) - (x7)
deD}: dnOT 0

- |11ﬂ‘ Z (|d](mgq)(p; 5(mg),nq) — |d|(x7){(p; 1, (Ma), ng))
deD; ,dNOT#(
- |jl“‘ Z |d|(mg — x7){p; p(Ma), ng). (4.18)

deD}  dnOT 0

Damit sind fir gegebenes ¢, ;, die Groken ar und cp durch die Bedingungen ein-
deutig festgelegt.

Zuletzt sei angemerkt, dass der rekonstruierte Vektor Rp¢;; im Gegensatz zu ¢;
immer in Hgi, () liegt. Sei dazu y € C*°(Q2), dann gilt

/XdithLpi’hd,uZZ/XdthRhSOi,hdM: Z /XdiVRh‘Pi,hd“
Q Q TeT;, /7T

= Z /Tdiv(XRh¢i7h)du— Z /T<VX7Rh‘Pz‘,h>dM

TeTh TeTh

= Z /d[X<Rh$0i,hvnd>]d dﬂ_/Q<VX7RhSDi,h> dp

deDy,
—— [ (V. Bugin) dn (4.19)

Der entscheidende Punkt besteht darin, dass die Spriinge der Normalkomponenten auf
den Dreieckskanten nun verschwinden und eine schwache Divergenz in diesem Fall de-
finiert werden kann. Da zudem divy, Rpp;; = divy ;) und folglich fiir alle v, € Vj,
divy Rpvy, = divy, vy gilt, ist die Rekonstruktion divergenzfrei. Im Hinblick auf das am
Anfang dieses Kapitels angesprochene Problem ist daher zu erwarten, dass der Fehler der
Geschwindigkeit nicht mehr von dem Druck abhingig ist. Zusammenfassend ermoglicht
die Rekonstruktion somit die Berechnung einer divergenzfreien Geschwindigkeit, ohne
dass sie von dem Druck beeinflusst wird.

4.2 Numerische Studie der Methode

Die Implementation der Methode erfolgt auf ganz analoge Weise zur Implementation der
nicht-konformen Methode. Das einzige, was sich im Vergleich beider Methoden dndert, ist
die rechte Seite des Gleichungssystems, in der nun die rekonstruierten Funktionen Ry, j,
eingesetzt werden. Das MATLAB-Programm, welches im Rahmen dieser Arbeit fiir die
neue rechte Seite geschrieben wurde, befindet sich im Anhang[6l Um die Druckabhéngig-
keit des Geschwindigkeitsfehlers der Methde mit Rekonstruktion mit der Methode ohne
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(¢) Numerische Losung u;, mit rechter Seite fs. (d) Numerische Losung uj, mit rechter Seite fs.

Abbildung 4.1: Exakte Geschwindigkeit u und Geschwindigkeitsfelder u, mit Gitterweite h = %.

Rekonstruktion zu vergleichen, sollen nun dieselben Funktionen f; der rechten Seiten der
Stokes-Gleichungen wie in Abschnitt betrachtet werden. Die berechneten Geschwin-
digkeitsfelder mit rekonstruierter rechter Seite befinden sich in Abbildung Die drei
Geschwindigkeitsfelder zeigen eindrucksvoll, dass der steigende Druck keinen Einfluss auf
die numerische Losung der Geschwindigkeit uy besitzt. Dies war nach Konstruktion der
Methode zu erwarten.

Dass es sinnvoll ist, die Rekonstruktion zu benutzen, zeigt sich bei der Auswertung der
Fehlernormen. Wiirden die Konvergenzordnungen der Methode durch die Rekonstruktion
sinken, so hétte die Methode in Bezug auf die Effizienz trotz des Vorteils der Druckun-
abhéngigkeit nur einen geringen Wert. Die Fehlernormen [u — up|x,, [p — prlr2() und
[u — up|2()2 befinden sich in den Tabellen , und Es ldsst sich zunéchst
anhand der Fehlerwerte eindeutig erkennen, dass die Konvergenzordnungen der drei Nor-
men dieselben sind wie bei der Methode ohne Rekonstruktion. Zudem zeigen die Werte
deutlich, dass die Geschwindigkeitsfehler nicht von den steigenden Druckfunktionen be-
einflusst werden. Fiir das erste Beispiel mit rechter Seite f; sind die Fehler der beiden
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4 FEine divergenzfreie Rekonstruktion

feinsten Gitter in Abhéngigkeit der Gitterordnung h wieder graphisch aufgetragen. Die
Graphen befinden sich in Abbildung

Abgesehen von dem Vorteil der Druckabhéngigkeit der Geschwindigkeitsfehler kann die
Methode mit Rekonstruktion nun noch unter zwei weiteren Aspekten untersucht werden.

Zunéachst kann anstatt der numerischen Losung uy, die Funktion Rpuy, als eine zweite
numerische Approximation von u betrachtet werden. Von Interesse ist dabei in erster
Linie die L?-Fehlernorm zwischen u und Rjuy, in Abhiingigkeit von der Gitterweite h.
Da Rpuj auf Grund der Divergenzfreiheit stiickweise konstant ist, ist zu erwarten, dass
die Konvergenzordnung in der L?-Norm héchstens linear ist. In Tabelle sind diese
Fehler fiir die drei Beispiele aufgetragen. Man beobachtet auch hier, dass die Druckin-
derung keinen Einfluss auf die Approximation Rpuj hat. Fiir das erste Beispiel sind die
Fehler in Abhéngigkeit von der Gitterweite in Abbildung graphisch dargestellt. Die
Konvergenzordnung ist wie erwartet linear.

Zuletzt kann die L?-Fehlernorm |Rju — Rpup|r2(q)2 untersucht werden. Dabei be-
zeichnet der Operator R} : H}(Q2)? — RT), eine Verallgemeinerung des Operators Rp,
so dass er auch auf die Losung u anwendbar ist. Es werden in Analogie zu den beiden
Bedingungen die folgenden Bedingungen gestellt:

(1) Fiir die stiickweise Divergenz von (div Ryu)p, T' € T,
soll gelten (div Rju)jr = (divu)p .

(2) Die Normalkomponente von Rju soll konstant auf allen Dreieckskanten

1
d € Dj sein mit ((Rjw)ma) = 1 / (u, ng) dH'. (4.20)
d

Mit denselben Herleitungsschritten wie im vorherigen Abschnitt folgt fiir Ryuipr = ar +
cr(x — x7), dass

1 1 .
= > ldmeg /d<u,nd>cm

deD;,dNOT#0

= 1 Z md/d<u,nd) dH!. (4.21)

’T‘ deD; ,dNOT#)
h?

42



4 FEine divergenzfreie Rekonstruktion

h

Ju — 2 |

lu—uplx, |

Ip — P ||L2(Q) ‘

0.25

0.004205527682106

0.053246454458528

0.085622274859467

0.125

0.001233429725355

0.028896364714660

0.043888559364374

0.0625

3.276531315850949e-04

0.014805687420136

0.022038277088055

0.03125

8.352693593283895¢-05

0.007452809686343

0.011025759708951

0.015625

2.099414681010492e-05

0.003732899018275

0.005513403375664

Tabelle 4.1: Fehler zwischen analytischer Lésung (u,p) und numerischer Lésung (up, pp) mit rechter
Seite fl.

h

[u —up20)p |

|u — uh|Xh

Ip — Pl |

0.25

0.004205527682106

0.053246454458528

0.849170150397174

0.125

0.001233429725355

0.028896364714660

0.435556358242160

0.0625

3.276531315850960e-04

0.014805687420136

0.219154167323826

0.03125

8.352693593284061e-05

0.007452809686343

0.109748829570273

0.015625

2.099414681010183e-05

0.003732899018276

0.054895860679798

Tabelle 4.2: Fehler zwischen analytischer Losung (u,p) und numerischer Losung (up,pr) mit rechter
Seite f>.

h

Ju —unf2 ) |

lu —uplx,

Ip — prli2q) |

0.25

0.004205527682079

0.053246454458427

8.490986131915950e-+03

0.125

0.001233429725372

0.028896364714790

4.355225997712392e+03

0.0625

3.276531315761649e-04

0.014805687420147

2.191417220473143e-+03

0.03125

8.352693593224279e-05

0.007452809686394

1.097436784718917e+03

0.015625

2.099414683770790e-05

0.003732899018298

5.489344961930072e-+02

Tabelle 4.3: Fehler zwischen analytischer Lésung (u,p) und numerischer Losung (up, pp) mit rechter

Seite f3.
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(a) Xp-Fehlernorm zwischen u und uy. Die Steigung(b) L*-Fehlernorm zwischen u und uy. Die Steigung
m der von MATLAB berechneten Regressionsge- m der von MATLAB berechneten Regressionsge-
raden entspricht m = 0.997487938081525. raden entspricht m = 1.992254356714492.

-4.4r7

A
[

log(Fehler)
. A
) ]

-5.21

-54 ‘ ‘
-4.2 -4 -3.8 -3.6 -3.4
loa(h)
(c) L3-Fehlernorm zwischen p und pj. Die Steigung
m der von MATLAB berechneten Regressionsge-
raden entspricht m = 0.999863003442267.

Abbildung 4.2: Geschwindigkeits- und Druckfehler des Stokes-Problems mit rechter Seite f1 in Abhén-
gigkeit der Gitterweite h.
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h ‘ ||u — RhuhHL2(Q)2, f1 ‘ Hu - RhuhHLQ(Q)2, f2 ‘ Hu — Rhuh“Lz(Q)2, f3 ‘
0.25 0.007349500645988 0.007349500645988 0.007349500645939
0.125 0.002794119298815 0.002794119298815 0.002794119298836
0.0625 0.001215400961869 0.001215400961869 0.001215400961862

0.03125 | 5.798487817567393e-04 | 5.798487817567399¢-04 | 5.798487817551884e-04
0.015625 | 2.862101141557390e-04 | 2.862101141557383e-04 | 2.862101141629078e-04

Tabelle 4.4: L?-Fehlernormen zwischen exakter Losung u und der rekonstruierten Approximation Ryup,
fiir die drei Beispiele mit rechten Seiten fi, f2 und fs.

-747

-7.6(

-7.81

log(Fehler)

82 : : : ‘

42 -4 38 -36 34
loa(h)

Abbildung 4.3: Geschwindigkeitsfehler zwischen u und Rpuyp in der L2-Norm bei rechter Seite f;.
Die Steigung m der von MATLAB berechneten Regressionsgeraden betragt m =
1.018602054907679.

Da die exakte Lésung u der Stokes-Gleichungen

divergenzfrei ist, ergibt sich sofort ¢y =
0, so dass die Funktion Rju stiickwei-
o5 se konstant ist. Die Fehler zwischen R;u

und Rpuy befinden sich in Abh&ngigkeit
der Gitterweite fiir das Beispiel mit rech-
1ot ter Seite f; in Tabelle 1.5 Die graphi-
sche Darstellung befindet sich in Abbil-
dung [£.4] Es ldsst sich deutlich eine qua-

log(Fehler)

-10.5 ‘ ‘ ‘ ! dratische Konvergenzordnung feststellen.
4.2 -4 -3.8 -36 -3.4

Die Approximation Rpuy ist damit mog-

Abbildung 4.4: Geschwindigkeitsfehler ~ zwischen licherweise gut geeignet, die Mittelwer-
Rju und Rpuy in der LQ-Norm te der Normalkomponenten ﬁfdm, ng) dH!

E:l ;:fh?cfnsi\/[m/iniA]])Ble bseilcglilnlf-; fiir gegebene Kante d € Dj, mit Hilfe der

zweiten Bedingung der Gleichung

ten Regressionsgeraden betréigt o )
m = 1.994642422865276. zu approximieren. Da gilt (R})x, = Ry

und somit |Rju— Rpup|p2q)p = [ Ryu— Rjup|r2) = [Ry(u—up)|r2@)2, ist die qua-
dratische Konvergenz wegen der schon beobachteten quadratischen Konvergenz zwischen
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h ‘ HR;U - Rhuh ”LQ(Q)Q ‘
0.25 0.005907799273335
0.125 0.001659596482832

0.0625 | 4.332211826277583e-04
0.03125 | 1.097887503681300e-04
0.015625 | 2.754930467239882e-05

Tabelle 4.5: L2-Fehlernorm zwischen der Approximation R} u und der rekonstruierten Approximation
Rpuy, fir das Beispiel mit rechter Seite fi.

u und uy, plausibel. Dies zu beweisen wire eine Aufgabe, die weiterfiihrend untersucht
werden konnte.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Die in Kapitel 4] vorgestellte Rekonstruktion umgeht das Problem der Druckabhingigkeit
der Geschwindigkeit, welches im Fall der gemischten Diskretisierung auftritt. Ursache
des Problems besteht darin, dass die mit der nicht-konformen Diskretisierung erhaltene
Losung nicht invariant unter den in Kapitel f] beschriebenen Transformationen der rech-
ten Seite der Stokes-Gleichungen ist. Die Invarianz gilt jedoch fiir die exakte Losung,
was den Ansatz fiir die Rekonstruktion aus Kapitel 4 motiviert. Obwohl das Problem
der Druckabhéngigkeit gelost wird, ist festzuhalten, dass der implementative Aufwand
beider Methoden keinen wesentlichen Unterscheid aufzeigt, da nur die rechte Seite des
diskreten Stokes-Problems gedndert wird. Dies bestdtigt eindrucksvoll den Vorteil der
Rekonstruktion gegeniiber der nicht-konformen Diskretisierung und rechtfertigt somit
ihren Vorzug.

Neben dem Problem der Druckabhéngigkeit ist aufserdem hervorzuheben, dass die Kon-
vergenzordnungen beider Methoden fiir die in dieser Arbeit gew&hlten Beispiele dieselben
sind. Zudem liefert die Rekonstruktion eine weitere Approximation der exakten Losung,
welche geeignet ist, die Mittelwerte der Normalkomponenten der Geschwindigkeit mit
quadratischer Konvergenzordnung zu approximieren. Um die Ergebnisse verallgemeinern
zu kénnen, wiirde es sich sehr anbieten, die folgenden Fragen genauer zu untersuchen:

e Lassen sich die Hauptfehlerabschitzungen aus Abschnitt auf die Rekonstruk-
tion iibertragen und beweisen?

e Sind die Konvergenzordnungen an die geometrisch einfache Triangulierung gekop-
pelt oder bleiben sie fiir beliebige Triangulierungen erhalten?

e Welche weiteren Eigenschaften besitzt der eingefiihrte Rekonstruktionsoperator
R;?
h

e Lisst sich die im letzten Abschnitt aus Kapitel ] beobachtete quadratische Kon-
vergenzordnung aus diesen Eigenschaften des Rekonstruktionsoperators herleiten
oder hingt das Verhalten von der einfachen Triangulierung ab?

e Lisst sich die Rekonstruktion auch auf den 3-dimensionalen Fall {ibertragen?

e Lisst sich die Rekonstruktion auch auf andere Finite-Elemente Methoden fur die
Stokes-Gleichungen iibertragen?

Die Abhéngigkeit der Konvergenzordnungen von der Triangulierung kénnte zunéchst an-
hand einer numerischen Studie untersucht werden, in der die Methoden fiir allgemeine
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Triangulierungen des Gebiets implementiert werden. Um die Fehlerabschétzungen be-
weisen zu konnen, miisste man tiefergehende theoretische Betrachtungen in Analogie zu
Abschnitt unternehmen.

Insgesamt ldsst sich festhalten, dass die Rekonstruktion eine sehr vielversprechen-
de Methode ist, das Problem der Druckabhingigkeit der Geschwindigkeit der Stokes-
Gleichungen zu losen, ohne dabei im Vergleich zur nicht-konformen Diskretisierung we-
sentlich an Effizienz zu verlieren.
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6 Anhang

Die in diesem Anhang befindlichen MATLAB-Programme sind die wichtigsten, fiir die-
se Arbeit geschriebenen Routinen. Es wurden nicht alle geschriebenen Programme zur
Bestimmung einzelner Normen angehéngt, da sich diese nur unwesentlich unterscheiden.
Zudem sei angemerkt, dass im Rahmen dieser Arbeit nur wenig Riicksicht auf die Effizi-
enz der Programme gelegt wurde. Die Programme konnen an mehreren Stellen verbessert
werden. Die Funktionen der Programme sind in den Programmen selbst erklért. Schliefs-
lich sind die Programme als Hilfsprogramme erstellt worden, was bedeutet, dass, sofern
unter geringem Aufwand moglich, Integrale oder stiickweise Defintionen von Funktionen
vor Beginn der Programmierung analytisch berechnet wurden.

6.1 nonconfcoeffsolver.m

1 function [u, A, b] =nonconfcoeffsolver(n, f,weights,tricoords)

3 % nonconfcoeffsolver.m bestimmt die Loesung der Poisson—Gleichung mit
den in der Arbeit vorgestellten nicht—konformen

4 % finiten Elementen. Fuer die Arbeit wird nur die Systemmatrix A
benoetigt, da diese zweimal auf der Diagonalen der Systemmatrix

5 % der Stokes—Gleichungen liegt. u ist die Loesung, A die Systemmatrix
und b die rechte Seite des diskreten Problems.

o\

Uebergabeparameter:

© 0 N O

% n ist die Anzahl der Quadrate pro Zeile in dem Quadrat (0,1)x(0,1).
Insgesamt gibt es also n”2 Quadrate.

f bezeichnet die rechte Seite und wird als functionhandle als
Funktion von R"2—>R uebergeben.

weights und tricoords sind die fuer die Quadratur in nonconfguad.m
benoetigten Gewichte und Stuetzstellen.

o

10

o\

11

12
13
14

o°

Das Loesen der Poisson—Gleichung besteht aus den drei Schritten:
Systemmatrix erzeugen, Nicht—Nulleintraege initialisieren

und rechte Seite initialisieren. Die Loesung des Gleichungssystems
erfolgt mit dem Backslash Befehl.

o

15

16
17

o

Schritt 1: Die Matrix hat fuer gegebenes n (n+1l)* (3xn—1)+1
Eintraege. Dies ist die Anzahl der Kantenmittelpunkte. Auf der

18 % Diagonalen werden zunaechst nur l—en initialisiert, da die

Geschwindigkeit auf dem Rand von (0,1)x(0,1) verschwindet.
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19
20
21
22

23

24

25

26

27

28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65

A=

o°

o\

o\

o°

o\

o\

o°

6 Anhang

spdiags (ones ((n+l)* (3*n—1)+1,1), [0], (n+1)*x (3*n—1)+1, (n+1l) % (3*n—1)+1);

Schritt 2: Nicht—Null-Eintraege initialisieren: Die Knoten werden
Zeilenweise von links nach rechts und von unten

nach oben durchgegangen. Pro Quadrat werden die drei unteren Knoten
gezaehlt (Kantenmittelpunkt der Diagonalkante,

Kantenmittelpunkt der horizontalen Kante und Kantenmittelpunkt der
rechten vertikalen Kante). Die Zaehler j bzw. k gehen

die Zeilen bzw. Spalten durch. Die Reihenfolge in der Matrix ist pro
Quadrat: Diagonalknoten, Horizontalknoten, Vertikalknoten.

Auf Grund des Randes von (0,1)x(0,1) muessen einige Faelle beachtet
werden.

Fuer gegebenes j und k ist der [(Jj—1)=*(3*n+l)+3x(k—1)+1]—te Eintrag
in A der zum rechten vertikalen Knoten des k—ten Quadrats in

der j—ten Zeile korrespondierende.

for j=1:n

for k=1l:n+1
if (j==1 & k==1 ) % Ecke unten links
elseif (j==1 & k==n+l) % Ecke unten rechts

% Zeile durch diagonalen Freiheitsgrad
A((J=1)*(3xn+1)+3x (k—1)—1, (j—1)* (3+n+1) +3% (k—1)—1)=8;

if (n#l)

A((J=1)* (3*n+1) +3x (k—1)—1, (3—1)* (3xn+1) +3* (k—1)—2)=—2;
A((J=1) % (3*n+1) +3x (k—=1)—1, (7—1) % (3*n+1) +3x (k—=1)+3*xn+1l)=—2;
else

end

elseif (j==n & k==1) % Ecke oben links

elseif (j==n & k==n+l) % Ecke oben rechts

o)

% Zeile durch horizontalen Freiheitsgrad (am unteren
Quadratrand)

A((FJ—1)* (3*n+1l) +3* (k—1), (J—1) % (3*n+1) +3* (k—1))=4;

A((J=L) % (3*n+1) +3x (k—=1), (3=1)x (3*n+1) +3x (k—1)—1)=—2;

A((J=1)*(3*n+1)+3* (k—1), (J—1) * (3*n+1) +3x (k—1)— (3*n+2) )=—2;

% Zeile durch diagonalen Freiheitsgrad

A((J=1)* (3*n+1l)+3* (k—=1)—1, (J—1)* (3xn+1l)+3x (k—1)—1)=8;

A((J=1)* (3*n+1) +3x (k—1)—1, (—1)* (3xn+1) +3* (k—1)—2)=—2;

A((J=L) % (3*n+1) +3x (k—=1)—1, (J—1) % (3*n+1) +3x (k—1))=—2;

elseif (j==1 & k#1 & k#n+l) % Randelemente unten beachten

% Zeile durch vertikalen Freiheitsgrad
A((FJ—1)* (3*n+1) +3* (k—1)+1, (J—1)*» (3*xn+1l)+3x (k—1)+1)=4;
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A((J=1)* (3%¥n+1) +3% (k=1)+1, (J=1)* (3*n+1) +3% (k—1)—1)==2;
A((G=1) % (3xn+1) +3% (k—1)+1, (J—1) % (3%n+1) +3% (k—1)+2) =—2;

% Zeile durch diagonalen Freiheitsgrad
A((J=1)*(3xn+1)+3x (k—1)—1, (j—1)* (3*n+1) +3% (k—1)—1)=8;

%$linken Rand beachten
if k#2
A((J—1)*(3*n+1)+3* (k—1)—1, (J—1) * (3*xn+1) +3% (k—1)—2)=—2;
else
end

A((J=1)* (3*n+1) +3x (k—1)—1, (3—1)* (3*n+1) +3* (k—1)+1)=—2;
A((J=1) % (3*n+1)+3% (k—1)—1, (3—1) * (3*n+1) +3* (k—1)+3*n+1)=—2;

elseif (j==n & k#1 & k#n+l) $ Randelemente oben beachten

o

% Zeile durch vertikalen Freiheitsgrad

A((J=1) % (3*n+1) +3x (k—=1)+1, (J—1) % (3*n+1) +3x (k—1)+1)=4;
A((J=1)*(3xn+1) +3x (k—1)+1, (J—1)* (3*n+1) +3% (k—1)—1)=—2;
A((FJ—1)* (3*n+1l)+3*x (k—1)+1, (J—1)*x (3*n+1l)+3x (k—1)+2)=-2;

% Zeile durch horizontalen Freiheitsgrad (am unteren
Quadratrand)

A((J=1) % (3*n+1) +3x (k—=1), (J—=1)x (3*n+1) +3* (k—1))=4;

A((J—L)»(3*n+1)+3x (k—1), (J—1)* (3*n+1) +3* (k—1)—1)=—2;

A((3=1)* (3*n+1)+3% (k—1), (j—1)* (3*n+1) +3% (k—1)— (3*n+2) ) =—2;

% Zeile durch diagonalen Freiheitsgrad
A((J—1)* (3*n+1l) +3* (k—1)—1, (J—1)*» (3xn+1l)+3x (k—1)—1)=8;

%$linken Rand beachten
if k#2
A((J—=1)* (3%n+1)+3% (k—1)—1, (3—1) % (3*n+1) +3% (k—1)—2)=—2;
else
end

A((J=1) % (3*n+1) +3% (k—1)—1, (F3—1) * (3*n+1) +3* (k—1))=—2;
A((J=1)*(3*n+1)+3x (k—=1)—1, (3—1)* (3*n+1) +3% (k—1)+1)==2;

elseif (Jj#1 & Jj#n & k==n+l) % innere Elemente

o)

% Zeile durch horizontalen Freiheitsgrad (am unteren
Quadratrand)

A((F=1) % (3%n+1) +3x (k—1), (I—1) % (3%n+1) +3% (k—1)) =4;
A((§=1) % (34n+1) +3% (k—1), (§—1) * (3*n+1) +3% (k—1)—1)=—2;
A((3=1)* (3#n+1)+3% (k—=1), (3—1) * (3%n+1) +3% (k—1)— (3%xn+2) ) =—2;

% Zeile durch diagonalen Freiheitsgrad
A((FJ=1)* (3*n+1)+3* (k—1)—1, (J—1)*» (3xn+1l)+3x (k—1)—1)=8;
% linken Rand beachten
if k#2
A((J—1)* (3*n+1) +3* (k—=1)—1, (3—1) *» (3*n+1) +3* (k—1)—2)=—2;
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else
end

A((3=1) % (3%n+1) +3x (k—=1)—=1, (§=1) » (3*n+1) +3x (k—1))==2;

A((FJ—1)* (3*n+1l) +3*x (k—1)—1, (J—1)*» (3*n+1) +3% (k—1)+3xn+1l)=-2;

elseif (J#1 & j#n & k#l & k#n+l) $ innere Elemente
% Zeile durch vertikalen Freiheitsgrad
A((J=L)*(3*n+1)+3x (k—=1)+1, (7—1)* (3*n+1) +3% (k—1)+1)=4;
A((J=1)* (3*n+1) +3% (k—=1)+1, (§—=1)* (3*xn+1) +3* (k—1)—1)=—2;
A((J=1)* (3*n+1) +3% (k—1)+1, (F—1)* (3*n+1) +3* (k—1)+2)=—2;

% Zeile durch horizontalen Freiheitsgrad (am unteren
Quadratrand)
A((J=L)*(3*n+1)+3x (k=1), (J—1)* (3*n+1) +3* (k—1))=4;
A((J=1) % (3*n+1) +3x (k—=1), (3—=1)*x (3*n+1)+3x (k—1)—1)=
A((J—L)»(3*n+1)+3x (k—1), (J—1)* (3*n+1) +3* (k—1)—(

)==2;
3xn+2) )=—2;

% Zeile durch diagonalen Freiheitsgrad
A((J=1)*(3xn+1)+3x (k—1)—1, (jJ—1)* (3*«n+1) +3% (k—1)—1)=8;

%linken Rand beachten
if k2
A((3=1)* (3*n+1) +3x (k—1)—1, (F—1)* (3*n+1) +3* (k—1)—2)=—2;
else
end
A((J=L) % (3*n+1) +3x (k—=1)—1, (7—1) % (3*n+1) +3x (k—1))=—2;
A((J—1)* (3*n+1)+3x(k—1)—1, (J—1)* (3*n+1) +3x (k—1)+1)=—2;
A((J=1)* (3*n+1) +3x (k—1)—1, (j—1)* (3*xn+1) +3* (k—1)+3*n+1)=—2;

else
end
end
end

o

% Schritt 3: Rechte Seite des Gleichungssystems aufstellen
h=1/n;

b=zeros ((n+1l) * (3xn—1)+1,1);
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for j=1:n

for k=2:n+l

% Nicht—Nullelemente: (p,q) sind die Koordinaten des Zentrums der
Basisfunktion des Raums X_h

% (Im Fall k==1 werden die Zentren ganz links abgezaehlt, daher

muessen die Faelle nicht mit
% in die Schleife

if (3==1)
if k==n+1
else
% vertikal

(k—1) *h;
(§—1) *h+h/2;

IS
g
b((j—1)* (3*n+1)+3*(k—1)+1,1)=nonconfquad(f,h,p, g, weights, tricoords, 2);
end
% diagonal

p=(k—1)*h—h/2;
g=(j—1)xh+h/2;
b((j—1)* (3*n+1)+3*(k—1)—1,1)=nonconfquad (f,h,p,q,weights, tricoords, 1);

elseif (j==n)

if k==n+1
else
% vertikal

p=(k—1)xh;
g=(j—1)*h+h/2;

b((j—1)* (3*n+1)+3*(k—1)+1,1)=nonconfquad(f,h,p,q,weights, tricoords, 2);
end

% horizontal

(k—1) *h—h/2;
3

b((j—1) % (3*n+1)+3x (k—1),1)=nonconfquad(f,h,p,q,weights,tricoords, 3);
% diagonal

k—1)xh—h/2;
j—1)*h+h/2;

P
q=

b((j—1)% (3*n+1)+3x(k—1)—1,1)=nonconfquad(f,h,p,gq,weights,tricoords,1l);
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elseif (Jj#1 & Jj#n) % innere Elemente
if k==n+1
else
% vertikal

p=(k—=1) *h;
g=(j—1)*h+h/2;

b((j—1)*(3*n+1l)+3* (k—=1)+1,1)=nonconfquad(f,h,p,q,weights, tricoords, 2);
end

% horizontal
k—1)*h—h/2;
j—1) xh;

P
q:
b((j—1)% (3*n+1)+3x(k—1),1)=nonconfquad(f,h,p,q,weights,tricoords, 3);
% diagonal
p=(k—1)*h—h/2;
g=(j—1)*h+h/2;
b((j—1)* (3*n+1)+3x(k—1)—1,1)=nonconfquad(f, h,p, q,weights, tricoords, 1) ;
else
end
end
end

% Loesen des Gleichungssystems

u=A\b;

end

.2 nonconfquad.m

function [s] = nonconfquad(f,h,a,b,weights, tricoords,type)

% nonconfquad.m berechnet das Integral von f (f wird als
functionhandle als Funktion von R"2—>R uebergeben)

gewichtet mit der Basisfunktion des Raums X_h mit Zentrum im Punkt
(a,b). Die Gitterweite ist h.

type gibt den Typ der Basisfunktion an: l==Zentrum auf
Diagonalkante, 2==Zentrum auf rechter vertikaler Kante,

% 3==Zentrum auf der unteren horizontalen Kante.

o°

o\

o4
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% weights und tricoords sind die Gfr die Quadratur oObentigten Gewichte

und USttzstellen.

)

k=length (weights); %
r=zeros (2,k);

Anzahl der Quadraturpunkte

s1=0;
s2=0;
s3=0;
s4=0;
s5=0;
s6=0;

% Definition der mit der Basisfunktion
= f x Basisfunktion

o)

% diagonales Zentrum

gl=@(x,y) f(x,y)*(1+2/h*(—atb+x—y)); %
g2=Q@(x,y) f(x,y)*(1+2/hx (a—b—x+y)); % Dreieck

o

% Zentrum rechte vertikale Kante

g3=@(x,y) f(x,y)*(1+2/h*(—a+x)); % Dreieck
g4=Q (x,y) f(x,y)*(1+2/hx(a—x)); % Dreieck
% Zentrum untere horizontale Kante

g5=Q@ (x,y) f(x,y)*(1+2/h*(=b+y)); % Dreieck
g6=Q(x,y) f(x,y)*(1+2/h*(b—y)); % Dreieck

% Je nach type sind die folgenden Faelle zu unterscheiden:

if type==

)

% Dreieck 1

vl=[[a—h/2,b—h/2]"'" [a+h/2,b+h/2]"

% Quadraturpunkte bestimmen

[a—h/2,b+h/2]1"'];

for i=1:k
r(:,i)=tricoords (1+(i—1)*3)*vl(:,1)+
tricoords (2+ (i—1)*3)*vl(:,2)+
tricoords (3+ (i—1)*x3)*v1(:,3);
end
% Quadratur ueber Dreieck 1
for j=1:k
sl = sl + weights (j)*gl(r(1l,3),xr(2,3));
end

o)

% Dreieck 2

v2=[[a—h/2,b—h/2]"'" [a+h/2,b—h/2]"
% Quadraturpunkte bestimmen
for i=1:k

r(:

[a+h/2,b+h/2]1"'];

,1)=tricoords (1+ (i—1)*3)*v2(:,1)+

29
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tricoords (2+ (i—1)*3)*v2(:,2)+
tricoords (3+ (i—1)*3)*v2(:,3);
end
% Quadratur ueber Dreieck 1
for j=1:k
s2 = s2 + weights(3)*g2(x(1,3),r(2,73));
end

s = 1/2x(h.”2)*sum([sl s2]);
elseif type==

o)

% Dreieck 1

vl=[[a—h,b-h/2]"' [a,b-h/2]"' [a,b+h/2]'];
% Quadraturpunkte bestimmen
for i=1:k

r(:,i)=tricoords (1+ (i—1)*3)»v1(:,1)+
tricoords (2+ (i—1)*3)*vl(:,2)+
tricoords (3+ (i—1)*3)*v1(:,3);
end
% Quadratur ueber Dreieck 1
for j=1:k
s3 = s3 + weights(3)*g3(xr(1,3),r(2,73));
end

)

% Dreieck 2

v2=[[a,b-h/2]"' [a+h,b+h/2]"' [a,b+h/2]'];
% Quadraturpunkte bestimmen
for i=1:k

r(:,i)=tricoords (1+(i—1)*3)*v2(:,1)+
tricoords (2+ (i—1)*3)*v2 (:,2)+
tricoords (3+ (i—1)*3)*v2(:,3);
end
% Quadratur ueber Dreieck 1
for j=1:k
s4 = s4 + weights(]J)=*xgd(r(1l,3),x(2,73));
end

s = 1/2x(h.”2)*sum([s3 s4]);

elseif type==
% Dreieck 1

vli=[[a—h/2,b]"' [a—h/2,b—h]"' [a+h/2,b]'];
% Quadraturpunkte bestimmen
for i=1:k
r(:,i)=tricoords (1+(i—1)*3)*vl(:,1)+
tricoords (2+ (i—1)*3)*vl(:,2)+
tricoords (3+ (i—1)x3)*v1l(:,3);
end
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o

% Quadratur ueber Dreieck 1
for j=1:k

s5 = s5 + weights (3)*g5(x(1,3),r(2,73));
end

% Dreieck 2

v2=[[a—h/2,b]"' [a+h/2,b]' [a+h/2,b+h]'];
% Quadraturpunkte bestimmen
for i=1:k
r(:,i)=tricoords (1+(i—1)*3)*v2(:,1)+
tricoords (2+ (i—1)*3)*v2(:,2)+
tricoords (3+ (i—1)*3)*v2(:,3);
end
% Quadratur ueber Dreieck 1
for j=1:k
s6 = s6 + weights(]j)=*xg6(r(l,3),xr(2,3));
end

s = 1/2x(h.”2)*sum([s5 s6]);
else

end

end

.3 nonconfstokesassembler.m

8

9
10
11
12
13
14
15

function [1 M r] = nonconfstokesassembler(n, fl,f2 ,weights,tricoords)

% nonconfstokesassembler.m erstellt die Systemmatrix fuer die
Stokesgleichungen

o\

1 ist die Loesung des diskreten Problems, M die Systemmatrix und r
die rechte Seite des diskreten Problems

o\

Mit nonconfcoeffsolver wird zunaechst die Teilmatrix Y berechnet und
die rechte Seite der Laplacegleichung
bzgl. fl als erster Teilvektor der gesamten rechten Seite

o°

[x Y z1] = nonconfcoeffsolver(n, f1 , weights, tricoords);
h=1/n;

A =Y;
bl= z1;

o7
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% Nun wird analog die rechte Seite der Laplacegleichung bzgl. f2
berechnet als zweiter Teilvektor der gesamten rechten Seite

[x Y z2] = nonconfcoeffsolver(n, f2 , weights, tricoords);
b2 = z2;
x=0; Y=0 ; z1=0;

% Die Systemmatrix hat fuer gegebenes n 2x (n+l) % (3xn—1)+2+2xn."2
Eintraege. Um wie in nonconfcoeffsolver das Verschwinden der

% Geschwindigkeit auf dem Rand zu beachten, werden auf der Diagonalen
zunaechst 1l—en erzeugt. Die letzten 2%n”2 Diagonaleintraege

% werden dann zu O—en, da dieser untere Matrixblock wegen des Drucks
keine Nicht—Nulleintraege besitzt.

M=spdiags (ones (2 (n+1) * (3xn—1)+2+2xn."2,1), [0],
2% (n+1) * (3*n—1)+2+2xn."2 , 2% (n+l)x (3xn—1)+24+2*n."2);

for 1=(2x (n+1l) * (3*n—1)+2 +1): (2% (n+1l) » (3*n—1)+2+2xn."2)

M(1l,1)=0;
end

% M wird zunaechst auf der Diagonalen zweimal mit A aufgefuellt

M( 1:(n+l)*(3*xn—1)+1 , 1:(n+l)*(3*n—1)+1 ) = A;
M( ( (n+l)*(3*n—1)+1 + 1) : 2% ( (n+l)*(3x»n—1)+1 ) , (
(n+1) * (3*n—1)+1 + 1) : 2% ( (n+l)*(3*n—1)+1 ) ) = A;

% Nun muessen die Matrizen Bl und B2 bzw. deren transponierten
eingefuegt werden, welche durch die Druckansatzfunktionen
entstehen. Die Basisfunktionen des Raums Y_h werden zeilenweise

o°

von links nach rechts und unten nach oben abgezaehlt: zunaechst

o

die unteren Dreiecke einer Zeile, danach die oberen Dreiecke
derselben Zeile und dann zur Zeile darueber. Es gibt 2%n"2

o

solcher % Basisfunktionen bei n Quadraten pro Zeile.

o

Initialisieren der Matrix (B1l)"T=:C und (B2)"T=:D

C=sparse (zeros ((n+l) » (3*n—1)+1 , 2x(n."2)) );
D=sparse (zeros ((n+l) = (3*xn—=1)+1, 2x(n."2)) );

for j=1:n

for k=2:n+1

if (j==1 & k==n+1)% kein vertikaler Knoten
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(J=1)* (3*n+1) +3*x (k—=1)—1 , (j—1)*2xn + (k—=1) + n )
—h; % linkes Dreieck vom diagonalen Knoten
(J—1)* (3*n+1) +3* (k—1)—1 , (j—1l)*2xn + (k—1) )
h; % rechtes Dreieck vom diagonalen Knoten

h; % linkes Dreieck vom diagonalen Knoten
(J—1)* (3xn+1)+3* (k—=1)—1 , (Jj—1)*2xn + (k—1) )
—h; % rechtes Dreieck vom diagonalen Knoten

(3—=1)* (3*n+1)+3x (k—1)—1 , (j—1)*2x*n + (k—1) + n )

(§#1 & k==n+1)

(J=1)* (3*n+1) +3*x (k—=1)—1 , (j—1)*2xn + (k—=1) + n )
—h; % linkes Dreieck vom diagonalen Knoten
(J—=1)* (3*n+1) +3*« (k—=1)—1 , (j—1l)*2xn + (k—1) )
h; % rechtes Dreieck vom diagonalen Knoten

(3—1)* (3*n+1)+3x (k—1) , (Jj—1)*2%n + (k—1) ) =

h; % oberes Dreieck vom horizontalen Knoten
(J—1)* (3xn+1)+3% (k—=1) , (j—1-1)*2xn + (k—=1) + n )
= —h; % unteres Dreieck vom horizontalen Knoten

(3—=1)* (3*n+1)+3x (k—1)—1 , (j—1)*2*n + (k—=1) + n )
h; % linkes Dreieck vom diagonalen Knoten

(3=1)* (3xn+1) +3x (k—=1)—1 , (j—1)*2xn + (k—1) )
—h; % rechtes Dreieck vom diagonalen Knoten

(§==1 & kxn+1)

(J—=1) % (3xn+1) +3x (k—1)+1 , (j—1)*2xn + (k—1) )
= —h; % linkes Dreieck vom vertikalen Knoten

(3—1) * (3*n+1)+3x (k—1)+1 , (j—1)*2xn + (k—1) + n +
1 ) = h; % rechtes Dreieck vom vertikalen Knoten

(3=1)* (3*n+1) +3x (k—1)—1 , (j—1)*2*n + (k—=1) + n )

—h; % linkes Dreieck vom diagonalen Knoten

(J—=1)* (3xn+1)+3* (k—=1)—1 , (j—1)*2xn + (k—1) )
h; % rechtes Dreieck vom diagonalen Knoten

(3=1)* (3xn+1) +3x (k—1)—1 , (j—1)*2*n + (k—1) + n )
h; % linkes Dreieck vom diagonalen Knoten

(J=1)* (3*n+1) +3*« (k—=1)—1 , (j—1l)*2xn + (k—1) )
—h; % rechtes Dreieck vom diagonalen Knoten

(J—1)* (3*n+1)+3*« (k—1)+1 , (j—1)*2xn + (k—1) )
= —h; % linkes Dreieck vom vertikalen Knoten
(J=1)* (3*n+1) +3* (k—=1)+1 , (j—Ll)*2*n + (k—=1)+ n + 1

o)

) = h; % rechtes Dreieck vom vertikalen Knoten
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C( (J=1)*(3*n+1)+3x(k=1)—1 , (j=1)*2*n + (k=1) + n )
—h; % linkes Dreieck vom diagonalen Knoten

C( (J—D)*(3%n+1)+3x(k—1)—1 , (J—1)*2*n + (k—1)
h; % rechtes Dreieck vom diagonalen Knoten

—
Il

h; % oberes Dreieck vom horizontalen Knoten
J—=1)* (3*n+1) +3% (k—1) , (j—1-1)*2%n + (k=1) + n )
= —h; % unteres Dreieck vom horizontalen Knoten

D( (j—1)*(3*n+1)+3x(k—1) , (J—1)*2*n + (k—1) ) =

@)

D( (3—=1)* (3*n+1)+3%(k—1)—1 , (j—1)*»2%n + (k=1) + n )
h; % linkes Dreieck vom diagonalen Knoten

D( (J—=1)*(3xn+1)+3x(k—1)—1 , (j—1)*2*n + (k—1)

—h; % rechtes Dreieck vom diagonalen Knoten

—
Il

end

end

end

Bl=transpose (C);

B2=transpose (D) ;

% Auffuellen der Systemmatrix mit den, durch den Druck
entstehenden Bloecke:

M( ( 2% (n+1l)* (3xn—1)+2 +1) : (2% (n+1l) * (3*n—1)+2+2xn."2) , 1 : (
(n+1) » (3*xn—1)+1 ) ) = Bl;

M( ( 2% (n+l)*(3xn—1)+2 +1) : (2% (n+1l)* (3*n—1)+24+2xn."2) ,
((n+1) * (3xn—1)+1 + 1) : ( 2x(n+l)*(3*xn—1)+2 ) ) = B2;

M( 1 : ( (n+l)*(3*n—1)+1 ) , (2% ( (n+l)*(3xn—1)+1 )
+1) : (2% (n+l) * (3*n—1)+2+2xn."2) ) = C;

M( ( (n+l)*(3*n—1)+1 + 1) : ( 2x(n+1l)*(3*xn—1)+2 ) , ( 2% (

(n+1l) » (3xn—=1)+1 ) +1) : (2x(n+l)*(3xn—1)+2+2xn."2) ) = D;

% Initialisieren der rechten Seite:
r = zeros (2 (n+l)* (3*xn—1)+2+2%n."2 , 1);

r(l: ((n+l)*(3*n—1)+1) , 1) = bl;

r( ( ((n+l)*(3*n—=1)+1) +1 ) : (2% (n+l)*(3*xn—1)+2) , 1) = b2;

% M ist bis hierhin singulaer wegen den O—en auf dem letzten 2xn"2
x 2*n”2—Block, weil es genau einen

% Eigenvektor mit Eigenwert 0 gibt. Dieser hat nur Null-Eintraege
bis auf die letzten 2xn”2 Eintraege, welche gleich

% 1 sind. Dies bedingt wegen der Struktur von C und D, dass der
Vektor Eigenwert 0 hat. Dies wird umgangen, indem ein
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oe

Druckfreiheitsgrad zu —1 gesetzt wird. Dadurch muss eine Zeile
in den Matrizen Bl und B2 und die zugehoerige Spalte

in deren transponierten geaendert werden, so dass der untere
Nullblock in der Systemmatrix verschwindet.

Das Aendern des einen Druckfreiheitsgrads kann verstanden werden
als die Bedingung, dass das Integral des Drucks

ueber das Gebiet (0,1)x(0,1) verschwinden muss. Diese Bedingung
wird weiter unten nachtraeglich erfuellt.

Theoretisch setzt man einen Druckwert als konstant und loest das
Gleichungssystem, so dass man nachtraeglich

die Konstante so festlegen kann, um die Integralbedingung =zu
erfuellen. Numerisch muss man die Konstante aber schon

vorher festlegen, da man das Gleichungssystem nicht loesen kann,
wenn ein Freiheitsgrad unbekannt bleiben soll.

Der festgelegte Freiheitsgrad hat keinen Einfluss auf die
Geschwindigkeit und wegen der Matrixstruktur von Bl, B2 und

deren Transponierten hat auch das Addieren/Subtrahieren einer
Konstante auf jeden Druckwert keinen Einfluss auf

die Geschwindigkeit.

o\°

o°

o°

o\°

o\

o°

o\°

o\

o°

W1l=B1;
W2=B2;

x=zeros (1, (n+1)=*(3xn—1)+1);

Wl(1l,1: (n+1)=*(3xn—1)+1)=x;
W2(1,1: (n+l)*(3xn—1)+1)=x;

M( ( 2% (n+l)* (3*xn—1)+2 +1) : (2% (n+l)*(3*n—1)+2+2xn."2) , 1
( (n+1)*(3*xn—1)+1 ) ) = W1;

M( ( 2% (n+1l)» (3*n—1)+2 +1) : (2% (n+l)* (3*n—1)+2+2xn."2) ,
((n+1) * (3*xn—1)+1 + 1) : ( 2+« (n+l)*x(3*n—1)+2 ) ) = W2;

M( 1 : ( (n+l)*(3*xn—1)+1 ) , (2% ( (n+l)*x(3*n—1)+1
) +1) : (2% (n+l) % (3xn—1)+2+2xn."2) ) = transpose(Wl);

M( ( (n+l)*(3*n—1)+1 + 1) : ( 2x(n+l)*(3*n—=1)+2 ) , ( 2% (
(n+1) * (3*n—1)+1 ) +1) : (2*(n+l)*(3xn—1)+2+2*n."2) ) =

transpose (W2) ;
M( 2% (n+l) * (3*n—1)+2 +1, 2% (n+1l)*(3*n—1)+2 +1 ) =—1;
% Loesen des Gleichungssystems
1=M\r;
% Nun muessen noch nachtraeglich die Druecke modifiziert werden,
so dass das Integral des Drucks ueber (0,1)x(0,1) verschwindet.
% Die Druckkoeffizienten sind die letzten 2xn”2 Eintraege des

Loesungsvektors.

p=zeros (2+«n.”"2,1);
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for j=1:2%n."2
p(j,1) = 1( 2%x(n+l)*(3*n—1)+2+73,1);
end

intp= 1/2+h."2%sum(p) ;
for j=1:(2%*n."2)

1( 2x(n+1l)* (3*n—=1)+2+75,1)=1( 2% (n+1l)* (3*n—1)+2+7,1)—intp;
end

end

.4 nonconfstokesnorms.m

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

function [unorm uerrnorm gradunorm graduerrnorm pnorm perrnorm] =
nonconfstokesnorms ( n, funktionsfile)

% nonconfstokesnorms.m berechnet die L"2—Norm und X_h—Norm der
Geschwindigkeit sowie die L"2—Norm des Drucks.

o\

u2, delxul, delyul, delxu2, delyu2 und pressure definieren.

% ul und u2 sind die exakten Geschwindigkeitskomponenten,
delxul, ..,etc die partiellen Ableitungen, pressure ist die
Druckfunktion,

o° o

Die RGroeen werden im ersten Schritt geladen, um dann die
verschiedenen Normen berechnen zu OSknnen. Dies erfolgt mit
den Programmen nonconfl2norm.m, nonconfhlnorm.m und

o°

nonconfstokespressurenorm.m.
load (funktionsfile);
12normul=0; 12errul=0; 12normu2=0;l12erru2=0;

hlnormul=0;hlerr2=0 ; hlnormu2=0;hlerru2=0;
pnorm=0; perrnorm=0;

[1,m ,—m] = nonconfstokesassembler(n, fl,f2 ,weights,tricoords);
ulappr = zeros ((n+l)x(3xn—1)+1,1);
u2appr = zeros ((n+l)x(3*xn—1)+1,1);
pappr = zeros(2+«n."2,1);
ulappr(l:( (n+l)*(3*n—1)+1 ) , 1 ) =1 ( 1: ((n+l)=(3xn—1)+1)
uZappr(l: ( (n+l)*(3*n—=1)+1 ) , 1 ) =1 ( ( (n+l)*x(3xn—1)+1+ 1)

(2% (n+1) * (3*n—1)+2) , 1);
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pappr(l:2+«n.”2) = 1( ( (2x(n+l)*(3*n—=1)+2) + 1 ) : (
(2% (n+1) * (3*n—1)+2) + 2*n.”2 ),1);

27 [12normul 12errul] = nonconfl2norm(n,ulappr, weights,tricoords, ul);
28 [hlnormul hlerrul] = nonconfhlnorm(n,ulappr, weights,tricoords,
ul, delxul, delyul);
29
30 [12normu2 12erru2] = nonconflZ2norm(n,u2appr, weights,tricoords, u2);
31 [hlnormu2 hlerru2] = nonconfhlnorm(n,u2appr, weights,tricoords,
u2, delxu2, delyu?);
32
33 [pnorm perrnorm] = nonconfstokespressurenorm(n,pappr,
weights,tricoords, pressure);
34
35
36
37 unorm = sqgrt( l2normul.”2+12normu2.”2);
38 uerrnorm = sgrt( l2errul.”2+12erru2.”2);
39
40 gradunorm = sgrt( hlnormul.”2+hlnormu2."2);
41 graduerrnorm = sqrt( hlerrul.”2+hlerruz.”2);
42
43
44 end
6.5 nonconfl2norm.m
1 function [unorm,errnorm] = nonconfl2norm(n,u,weights,tricoords,uanalytic)

© 00 N O W

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

% nonconfl2norm.m berechnet die L"2—Norm der numerischen

Geschwindigkeitsloesung und die L"2—Fehler—Norm zwischen numerischer

% und analytischer Loesung uanalytic. u bezeichnet den numerisch
berechneten Koeffizientenvektor. n ist die Anzahl der Quadrate
pro Zeile, mit der u berechnet wurde, dies muss also bekannt sein.

o°

h=1/n;
p=length (weights); % Anzahl der Quadraturpunkte pro Dreieck
r=zeros (2,p);

normquad=0;
unorm=0;

errnormquad=0;
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22 errnorm=0;
23
24

25 for j=1:n

26

27 for k=2:n+l

28

29

30

31 % Koordinaten des Diagonal—Knotens
32

33 a=(k—1)*h—h/2;
34 b=(j—1)+h+h/2;
35

36

37 % Norm von u

38
39

oe

Dreieckweise Integration der Funktion und auf jedem Dreieck
sind drei Basisfunktionen des Raums X_h ungleich null.

40 % Die Zaehlweise und Ordnung des Koeffizientenvektors u ist in
nonconfcoeffsolver.m erklaert. Wegen des Rands von (0,1)x(0,1)

41 % muessen einige Faelle unterschieden werden.

42

43 if (J#n)

44

45 gl=Q@(x,y) ( u((3—1)*(3*n+1)+3*(k—1)+1,1) (1+2/h*(—(a+h/2)+x))+

46 u((J—1)x (3*n+1)+3%(k—1),1)* (1+2/h* ((b—h/2)—y) )+

47 u((J=1)* (3xn+1) +3* (k—=1)—1,1) % (1+2/hx (a—b—x+y)) ) ."2;

48 % Dreieck rechts vom Diagonalknoten

49

50 g2=@(x,y) ( u((J=1)*(3*n+1)+3x(k—1—1)+1,1)* (1+2/h* ((a=h/2)—x))

51 +u ((J+1—1) * (3xn+1) +3*x (k—1),1) » (1+2/h* (— (b+h/2) +y) ) +

52 u((J—1) % (3*n+1)+3% (k—1)—1,1) *« (1+2/hx (—a+tb+x—y)) ) ."2;

53 % Dreiek links vom Diagonalknoten

54

55 else

56

57 gl=Q(x,y) ( u((j—1)*(3*n+1)+3x (k—1)+1,1)* (1+2/h*(—(a+h/2)+x))+

58 u((j—1)* (3*n+1)+3% (k—=1),1)*« (1+2/h* ((b—h/2)—y))+u((j—1)* (3xn+1)+

59 3x (k—=1)—1,1) x (1+2/h* (a—b—x+y)) ) ."2;

60 % Dreieck rechts vom Diagonalknoten

61

62 % Horizontalterm &fllt weg

63

64 g2=@(x,y) ( u((3J=1)*(3xn+1)+3x (k—1-1)+1,1) %« (1+2/h* ((a—h/2)—x) )+

65 Uu((j=1)* (3*n+1) +3x (k—1)—1,1) *» (1+2/h* (—atb+x—y)) ) ."2;

66 % Dreieck links vom Diagonalknoten

67

68

69 end

70

71

72 % Fehlernorm.

73
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if (J#n)

g3=Q@(x,y) (u((J=1)*(3xn+1)+3x(k—1)+1,1)* (1+2/h* (—(a+h/2)+x) )+

u((3—=1)* (3*n+1)+3% (k—1),1) * (1+2/h* ((b—h/2)—y) )+

u((j—1)* (3*n+1) +3% (k—1)—1,1) *» (1+2/h* (a—b—x+y) )
—uanalytic(x,y)) ."2;

g4=Q(x,y) ( u((j—1)*(3*n+1)+3* (k—1—1)+1,1) * (1+2/h=* ((a—h/2)—x) )+
u((J+1—1)* (3*n+1) +3x (k—1),1) * (1+2/hx (— (b+h/2) +y) ) +
u((j—1)* (3*n+1)+3% (k—1)—1,1) * (1+2/h* (—a+b+x—y) )—uanalytic (x,Vy)

) .25

else

g3=Q@(x,y) ( u((j—1)*(3*n+1)+3* (k—1)+1,1)* (1+2/h*(—(a+h/2)+x))+
u((J=1)* (3*n+1)+3%(k—1),1)* (1+2/hx ((b—h/2)—y) )+
u((3—1)* (3*n+1) +3* (k—1)—1,1) * (1+2/h* (a—b—x+y) )—uanalytic(x,y)) ."2;

o

% Horizontalterm &fllt weg

g4=Q(x,y) ( u((J—1)*(3»n+1)+3* (k—1—-1)+1,1) * (1+2/h* ((a—h/2)—x) )+
u((j=1)* (3*n+1)+3x (k—=1)—1,1) » (1+2/hx (—a+tb+x—y) )—uanalytic (x,y)) . 2;

end
°

% Integration.

% Dreick 1 (rechts).

vl=[[a—h/2,b—h/2]"'" [a+h/2,b—h/2]"' [a+h/2,b+h/2]'];
% Quadraturpunkte bestimmen.
for i=1:p

r(:,i)=tricoords (1+(i—1)*3)*v1l(:,1)+
tricoords (2+ (i—1)*3)*vl(:,2)+
tricoords (3+ (i—1)*3)*vl(:,3);
end
% Quadratur ueber Dreieck 1.
for 1=1:p
sl = sl + weights(l)*gl(r(1l,1),r(2,1));
s3 = 83 + weights(l)*g3(r(1,1),r(2,1));
end

% Dreieck 2 (links).

v2=[[a—h/2,b—h/2]"'" [a+h/2,b+h/2]"' [a—h/2,b+h/2]'];
% Quadraturpunkte bestimmen.
for i=1:p

r(:,i)=tricoords (1+(i—1)*3)*v2(:,1)+
tricoords (2+ (1i—1)*3)*v2 (:,2)+
tricoords (3+ (i—1)*3)*v2(:,3);
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126 end

127 % Quadratur ueber Dreieck 1.

128 for 1=1:p

129 s2 = s2 + weights(l)*g2(r(1,1),r(2,1));
130 s4 = s4 + weights(l)xg4(r(1l,1),r(2,1));
131 end

132

133

134 normquad = normquad + (sl+s2);

135 errnormquad = errnormquad + (s3+s4);
136

137 s1=0;

138 s2=0;

139

140 s3=0;

141 s4=0;

142

143

144 end

145

146 end

147

148 unorm = sqrt (1/2+h.”2xnormquad) ;

149 errnorm = sqrt(l/2xh.”2+errnormquad) ;
150

151 end

6.6 nonconfrighthandrecol.m

1 function [b c] = nonconfrighthandrecol (n,fl,f2,weights, tricoords)

3 % nonconfrighhandrecol.m bestimmt die neue rechte Seite der
Diskretisierung der Stokes—Gleichungen. Im Vergleich zur rechten

4 % Seite bei der nicht—konformen Methode ohne Rekonstruktion aendern

sich nur die Integranden. Diese wurden vor Beginn

% der Programmierung analytisch ermittelt.

6 % f1 und f2 sind die Komponentenfunktionen der rechten Seite, n die
Anzahl der Quadrate pro Zeile und weights und tricoords

7 % die Angaben fuer die Quadraturen.

9 h=1/n;

10

11 % Die Vektoren b und c enthalten die ersten bzw. zweiten
(n+tl) * (3xn—1)+1 Eintraege fuer die Geschwindigkeit. Die restlichen

12 % 2+n”2 Eintraege fuer den Druck aendern sich nicht im Vergleich zur
Methode ohne Rekonstruktion. Fuer die Eintrage von b und c

13 % wurden zwel Quadratur—Methoden nonconfquadlrecol.m und
nonconfquad2reco2.m geschrieben, die an nonconfquad.m angelehnt sind.

14 % Dass zwei Methoden benutzt wurden, liegt daran, dass beim
Durchzaehlen der Basisfunktionen von X_h die rekonstruierten Basis—
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funktionen unterschiedlich sind, Jje nachdem ob die erste
Komponentenfunktion der Basisfunktion oder die zweite Komponenten—
funktion der Basisfunktion gleich null ist.

b=zeros ((n+1) * (3xn—1)+1,1);

c=zeros ((n+1l) * (3*n—1)+1,1);

% Die beiden folgenden Schleifen gehen alle Quadrate von links nach
rechts und unten nach oben durch.

% Jj ist der Zeilenindex und k ist der Spaltenindex.

for j=1:n

for k=2:n+1

% (p,q) sind die Koordinaten des Zentrums der Basisfunktion des
Raums X_h

% (Im Fall k==1 werden die Zentren ganz links abgezaehlt, daher
muessen diese Faelle nicht betrachtet

% werden.) Wegen des Rands von (0,1)x(0,1) muessen einige Faelle
beachtet werden.

if (j==1)
if k==n+1
else
% Rechte vertikale Kante.
p=(k—1) xh;
g=(j—1)*h+h/2;
b((j=1)* (3*n+1)+3x (k—1)+1,1)=
nonconfquadlrecol (f1,£2,h,p,g,weights,tricoords, 2);
end

% Diagonale Kante.
p=(k—1)+h—h/2;
g=(j—1)*h+h/2;

b((j—1)*(3*n+1)+3* (k—1)—1,1)=
nonconfquadlrecol (f1,£f2,h,p,q,weights,tricoords,1);
c((J=1) % (3*n+1)+3x% (k—1)—1,1)=
nonconfquad2recol (f1,£2,h,p,qg,weights,tricoords, 1) ;

elseif (j==n)
if k==n+1

else
% Rechte vertikale Kante.
p=(k—1) h;

g=(j—1)xh+h/2;
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b((j—1)* (3*n+1)+3% (k—1)+1,1)=
nonconfquadlrecol (f1,£2,h,p,g,weights,tricoords, 2);
end

% Horizontale Kante.

=(k—1)*h—-h/2;

(3

c((J=1)* (3*n+1)+3x(k—1),1)=

nonconfquad2recol (f1,£f2,h,p,q,weights,tricoords, 2);

% Diagonale Kante.
p=(k—1)*h—h/2;
g=(j—1)*h+h/2;

b((j—1)* (3*«n+1)+3%(k—1)—1,1)=

nonconfquadlrecol (f1,£2,h,p,q,weights,tricoords, 1) ;
c((J—=1)*(3*n+1)+3x(k—1)—1,1)=

nonconfquad2recol (f1,£f2,h,p,q,weights,tricoords,1);

o

elseif (j#1 & J#n) % Innere Elemente.
if k==n+1

else
% Rechte vertikale Kante.
p=(k—1) *h;
g=(j—1)*h+h/2;

b((j—1)* (3*n+1)+3% (k—1)+1,1)=
nonconfquadlrecol (f1,£f2,h,p,q,weights,tricoords, 2);

c((3=1) % (3*xn+1)+3* (k—1),1)=
nonconfquad2recol (f1,£f2,h,p,q,weights,tricoords, 2);

=(k—1)*h—h/2;

% Diagonale Kante.
p=(
g=(3—1)*h+h/2;

b((j—1)* (3xn+1)+3* (k—1)—1,1)=
nonconfquadlrecol (f1,£f2,h,p,q,weights,tricoords,1);
c((J=1)*(3xn+1)+3x (k—1)—1,1)=
nonconfquad2recol (f1,£f2,h,p,q,weights,tricoords,1);

else

end
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6 Anhang

118 end
119 end
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